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Chapitre 1 



Logique elementaire- Quelques types 
des raisonnements-Theorie des 
ensembles 

1.1 LOGIQUE 

Vous savez par experience qu’un cours de mathematiques est constitue d’une suite d’enonces, 
appeles definitions ou propositions. Les definitions sont posees a priori et les propositions 
doivent etre demontrees a l’aide de definitions ou d’autres propositions deja etablies. C’est 
cette demarche, qui consiste a passer avec logique, les differentes etapes d’un raisonnement 
mathematique. II nous a cependant paru utile de degager quelques regies de logique universelle. 

1.1.1 PROPOSITIONS 

Une proposition un enonce (une assertion) dont on peut affirnrer sans ambiguite s’il est vrai 
ou faux. Par exemple 2 >1 est une proposition vraie; y/2 est un nornbre rationnel, est une 
proposition fausse; rnais A C B n’est pas une proposition car on n’a pas des donnees sur les 
deux ensembles A et B. 

Par suite on note une proposition vraie par "V" ou "1", et une proposition fausse par "F" 
ou "0". 
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1.1.2 NEGATION D’UNE PROPOSITION 



Si P est une proposition, on note la negation de P par non P ou P, qui est vraie si P est fausse 
et fausse si P est vraie. 

1.1.3 CONNECTEURS LOGIQUES 

A deux propositions P et Q, on peut associer une troisieme, qui est definit par un connecteur 
logique entre ces deux propositions. 

Conjonction 

On appelle conjonction de deux propositions P et Q, la proposition notee P AQ qui est vraie, 
si P et Q sont vraies et fausse dans les autres cas. Deux propostions sont incompatibles, si 
leur conjonction est fausse. 

Disjonction 

Une disjonction de deux propositions, est note par P V Q, et elle est vraie si l’un des deux est 
vraie. 

Implication 

L’implication de deux propositions P et Q, est la proposition (non P) ou Q, notee P => Q 
(qui se lit P implique Q). qui est fausse dans le seul cas ou P est vraie et Q est fausse. 

Equivalence 

Deux propositions sont dites equivalentes, ce qu’on note P Q, si elles sont toutes les 
deux vraies, ou toutes les deux fausses. En examinant la proposition P Q et Q => P. 
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Ces formules sont reduits dans le tableau suivant: 

P Q P FAQ PvQ P^Q P^Q 
110 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 0 0 

0 110 1 1 0 

0 0 1 0 0 1 1 

1.1.4 LES QUANTIFICATEURS 

Soit un ensemble E et une propriete determinee P. On peut se poser les deux questions 
suivantes: 

a) Existe-t-il des elements de E qui possedent cette propriete? 

b) Dans l’affirmative, la propriete appartient-elle a tous les elements? 

Pour formuler les reponses a ces deux questions on introduit deux symboles appeles quan- 
tificateurs. Ce sont: 

Quantificateur existentiel 

II s’ecrit 3 et signifie: il existe au rnoins un element de E ayant la propriete P. Par exemple 
l’ecriture 

tel que: x 2 + x — 2 = 0 

signifie qu’il existe au rnoins un nornbre reel tel que: x 2 + x — 2 = 0. 

Quantificateur universel 

Qui s’ecrit V et signifie que tout element de E verifie P. Par exemple l’ecriture 

Vi Gl tel que: x 2 + 2x + 1 = (x + l) 2 
signifie que pour tout nornbre reel verifie l’identite ecrite. 

Definition 1.1 Une tautologie est une proposition qui est vraie dans tous les cas. 
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Exemple 1.1 Verifier que la proposition: 



(P => Q) V {Q => P) 

est une tautologie. 

P Q P^Q Q^P (P^Q)v(Q^P) 

1111 1 

10 0 1 1 

0 110 1 

0 0 11 1 



1.2 QUELQUES TYPES DES RAISONNEMENTS 

II est important de trouver un moyen ou une methode pour repondre a un certain probleme, 
pour cela on s’inspire a quelques techniques ou raisonnements. 

1.2.1 LE RAIS ONNEMENT PAR L’ABSURDE 

generalement, la recherche d’une reponse a un probleme s’apuie sur les hypotheses donnes ou 
les theoremes connus, rnais parfois le chernin direct est difficille a verifier. On s’inspire done 
sur le raisonnement par l’absurde, qui propose que la negation du probleme voulu est vraie, 
et par suite on arrive a une contradiction avec les hypotheses donnes, ou l’un des theoremes 
connus, ou bien l’un des axiomes.... C’est a dire qu’on a proposer est fausse, ce qui affirme que 
le probleme voulu est vraie. Autrement dit: 

( P => Q ) (Q une contradiction) . 

Exemple 1.2 Montrons que: 

n 2 est pair => n est pair 
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par l ' absurde supposons que: 



n nest pas pair 



n est impair n = 2k + 1 
n 2 = 2 (2k 2 + 2k) + l 
2p+l 

n 2 est impair, contradiction avec I’hypothese. 
ce qu 'on a proposer est fausse 
n est pair. 



1.2.2 LE CONTRAPOSEE 

On appelle contraposee d’une implication P => Q l’implication (non Q non P ). Autrement 
dit si on a non Q implique non P, alors par hypothese on a P , c’est-a-dire, on a pas non Q, 
alors on a Q. 

Exemple 1.3 Montrons que: 



\/x, y x/y=^3x + 2/3y + 2 



En effet: 

3x + 2 = 3y + 2^>x = y c 'est le contraposee. 

1.2.3 LE RAIS ONNEMENT PAR RECURRENCE 

On utilise le raisonnement par recurrence dans le cas d’une relation ou formule qui depend d’un 
indice n £ N. Alors pour montrer qu’une propriete est vraie pour tout entier n superieur ou 
egal a un entier no, on verifie qu’elle est heriditaire ( c’est-a-dire que si elle est vraie pour un 
entier quelconque, alors elle est vraie pour son suivant). II suffit alors qu’elle soit vraie pour 
l’entier no pour en deduire qu’elle est vraie pour tout entier n superieur ou egal a un entier no- 

Exemple 1 Montrons que quel que soit V entier naturel n, V entier 3 2n — 2 n est divisible par 

7 .(Rn) 

Par recurrence montrons que ( R n ) est vraie pour tout n £ N. 
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Si n = 0, 3° — 2° = 0 = 0.7 =4> 3° — 2° est divisible par 7.=> Ro est vraie. 

Supposons que (R n ) est vraie (I’hypothese de recurrence), et montrons que (R n + 1 ) Vest aussi, 
c ’ est- a- dire : 

3 2 ( n+1 ) — 2 n+1 est divisible par7. 

En effet: 



+ 7.3 2n 

(I’hypothese de recurrence) 

= 7.k' 

1 est divisible par7. 

Conclusion: 

Vn €E N, 3 2n — 2 n est divisible par 7. 

1.3 THEORIE DES ENSEMBLES 

Un ensemble est constiue d’objets materiels, ou de phenomenes, ou de signes, ou d’identites 
abstraites, rassembles en vertu d’une propriete commune. 

Un ensemble est une entite d’une nature differente de celle des elements qui le composent: 
un ensemble de points n’est pas un point, merne s’il ne contient qu’un point. 

Certains ensembles particulierement importants sont designes par des lettres determinees. 
Signalons: 



^2(71+1) 2 n + 1 2 (3 2n 2 n ) 

= 2.7. k + 7.3 2 ” 

= 7 (2 .k + 3 2n ) 

g2(n+l) _ 2 n ~ 



N = {0,1, 2, 3, 4, 5,...}; 
Z = {0, ±1, ±2, ±3, ...} ; 



Q, ensemble des nombres rationnels: fractions positives ou negatives; 
M, ensemble des nombres reels; 
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C, ensemble des nombres complexes. 



D’une autre fagon on peut designer un ensemble ou une partie en precisant les proprietes 
particulieres P verifiees par un element x de cette partie, par exemple: 

{x, x G M; 1 < x < 5} 

VOCABUL AIRES ET NOTATIONS: 

Si a est un element de l’ensemble E. on ecrit a € E, on enonce " a element de E " ou encore 
" a appartient a E La negation de l’enonce precedent se note a ^ E. Notons qu’un ensemble 
qui ne contient aucun element est dit l’ensemble vide, note: 0. 

1.3.1 Inclusion-sous ensemble 

Soient E, F deux ensemble. Si tous les elements d’un ensemble E appartiennent a un ensemble 
F on dit que E est inclus dans F . ou bien E est un sous ensemble de F . 

Exemple 1.4 NcM. 

Exemple 1.5 0 C E, avec E est un ensemble quelconque. 

Preuve: Soit a € 0 =4- a G E est vraie car la premiere proposition est fausse, ce qui affirme 
que I’implication est vraie. 

1.3.2 Egalite de deux ensembles 

Soient E. F deux ensemble. Pour montrer que E = F, on rnontre que E C F et F C E. 

1.3.3 Ensemble des parties 

On appelle ensemble des parties d’un ensemble E. et l’on designe par p (E), l’ensemble dont 
les elements sont les parties de E. On a 0 G p ( E ) , E G p ( E ). 

Exemple 1.6 E = {1, 2, 3}, dors: p (E) = {0, {1} , {2} , {3} , {1, 2} , {1, 3} , {2, 3} , E} . 
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1.3.4 Intersection 



On appelle intersection d’une famille de parties, A. B, C, par exemple, le sous-ensemble forme 
par les elements appartenant a chacune des parties considerees. On designe cette intersection 
par la notation A n B 0 C. Elle peut se reduire a la partie vide, en particulier si des sous- 
ensembles sont disjoints. On a alors: 

x&AnB^x&Aetx&B 



1.3.5 Reunion 

L’ensemble de tous les elements appartenant au rnoins a l’une des parties A. B, C, est dit la 
reunion de ces parties, notee: 4 .U B Li C. On a alors: 

x e Au B ^ x e A ou x e B 



1.3.6 Partition 

On realise une partition d’un ensemble E en classant les elements de E dans des sous ensembles 
disjoints E\, E 2 , £3, ..., tels que tout element de E soit classe. On la note par: P (E) . En 
particulier on a: 



P(E) = Ei U E 2 U £3 U ... 
et Ei fl Ej = 0, Vi / j 

Exemple 2 £ = {1,2,3}, alors:P (£) = {{1} , {2} , {3}} 
ou bien P (£) = {{1, 2} , {3}}... 

1.3.7 Complementaire 

Le complement d’un ensemble £ dans un ensemble F, est l’ensemble dans la reunion avec £ 
est egale a F, et l’intersection avec £ est egale a l’ensemble vide. On le note: Cj? ou bien E. 
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Done on a: 



EL) E = F 

et E fl E = 0 



1.3.8 Ensemble produit 

On appelle produit de deux ensembles E et F P ensemble des couples ordonnes du type (x, y ) 
avec x £ E et y £ F, note E x F. 

1.3.9 Difference 

La difference entre deux ensemble E et F est l’ensemble: 



E \ F = {x £ E avec x F} 

1.3.10 Difference symetrique 

La difference symetrique entre deux ensemble E et F est l’ensemble: 

EAF = (E n F) U (F \ E) 

= (E U F) \ (E 0 F) 

= {(x £ E avec x ^ F) ou bien (x £ F avec x ^ E)} 



1.3.11 Exemple d’application 

Soient E et F deux sous ensembles de G, montrons que: 



1) montrons que: 



E U F = (. ErF ) 



E U F C (ECF) 
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Soit xeEuF^xeEouxeF^xeGetx^EouxeGetx^F. 

=> x € G et x E ou x £ F. 

=> x^GetxtfiEnF 
=> x G (EnF) 

2 d’une fagon similaire on montre que: 

(EnF) C E U F 



1.4 Exercice 

Exercice 01: P, Q, R sont trois propositions. 

(1) Verifier les lois de Morgan: 

1) PVQ -44> P A Q 2) PAQ P V Q 

( 2 ) Les propositions suivantes sont elles des tautologies? 

a) [P => Q] & P VQ 

b) [P^Q]^[Q^ p] 

c) [P A Q]y Ryy[Q ^ R] 

d) [P=>(Q A P)] [(P =► <5) A (P => P)]. 

Exercice 02: Pour n 6 N*, Montrer que: 

1) Si n 2 est pair, alors n est pair. 

2) Si 2 n — 1 est un nornbre premier alors n est premier. 

3) Si x et y sont differents alors les nombres (x + 1) (y — 1) et (x — 1) (y + 1) sont differents. 

4) a et p sont deux entiers naturels; montrer que l’on a : 

( p premier et p divise a 2 ) =>■ p divise a. 
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5) y/2 est un nombre irrationnel. Deduire que: y/2 +V3 est irrationnel. 



Exercice 03: Montrer par recurrence que: 

1) Vn 6 N, 4 n + 6n — 1 est un multiple de 9. 

n 

2) Vn e N*, k (k + 1) (A; + 2) = -n (n + 1) (n + 2) (n + 3) . 

k = 1 

3) Vn G N*, 2 n_1 < n!. avec n! = n (n — 1) (n — 2) ...1 et 0! = 1 

Exercice 04: A, B et C sont trois parties d’un ensembleE. Montrer que: 

1) AUB = AnC ^ B cAcC. 

2 ) AcB^C%cC£^AuB = B 

3 ) c£ UB = c£nc% 

4) B = C<^ {A nB = AnC et AU B = AU C ) 

5) (A\B)\C C A\{BUC). 

6) On suppose queM nB = dU S.A-t-on B = C. 

Exercice 05: Soient E un ensemble, A,B £ P ( E ) .Resoudre dans P (. E ) les equations suivantes: 

1) X U A = B et 2)Ini = B 

3) X — A = B et 4)IAA = B 

Exercice 06: Soient E un ensemble non vide, et P (E) l’ensemble de ses parties. On suppose que card 
E = n. Montrer par recurrence que: 

card P (E) = T. 

1.5 Solution des exercices 

Exercice 01: P et Q etant deux proposition: 
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(1) Verifions les lois de Morgan: 



p 


Q 


P 
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(2) Les propositions suivantes sont elles des tautologies? 

Une tautologie est une proposition qui est vrai dans tous les cas. 



P 


Q 


p 


Q 


P^Q 


P VQ 


Q^P 


1 


l 


0 


0 


1 


1 


1 


1 


0 
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la suite du tableau 



[P => Q] & P VQ 

1 

1 

1 

1 



[P => Q\ [Q P ] 

l 

l 

l 

l 
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P Q R PAQ R QAR P^Q P^ R [P A Q] V R 

11111 11 1 1 
110 10 0 1 0 1 

10 10 1 0 0 1 1 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 110 1 11 1 1 
0 1 0 0 0 0 1 1 0 

0 0 10 1 0 1 1 1 

0 0 0 0 1 0 1 1 0 

la suite du tableau 

P^ (Q A R) (P^Q)a(P^R) c) d) 



1 111 

0 0 0 1 

0 Oil 

0 0 0 1 

1 111 

1 111 

1 111 

1 10 1 



Ce qui implique que: les propositions a), b) et d) sont des tautologies rnais b) n’est 
pas une tautologie. 

Exercice 02: Pour n£N*, Montrons par un raisonnement par l’absurde que: 

(1) Si n 2 est pair, alors n est pair. 

Supposons que: n n’est pas pair => n est impair 3k G N tel que: n = 2k + 1 => n 2 = 
(2k + l) 2 = 4 k 2 + Ak + 1 = 2 (2k 2 + 2k) + 1 

= 2m + 1 avec m = 2 k 2 + 2k 6 N =$■ n 2 est impair (contradiction avec rhypothese). 

(2) Si 2 n — 1 est un nornbre premier alors n est premier. 
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Supposons que n n’est pas premier^- 3a, 6 G N avec 6 / 0 tel que: n = a-b , (a, 6) ^ (n, 1) 
et (a, b) / (1, n) . 

Alors 2 n — 1 = 2 a6 — 1 = (2 a ) 5 — 1 = [(2 a ) — 1] [P (2 a )] avec degP (2 a ) = 6—1. Mais 
[(2 a ) - 1] / 2 n - 1 et [(2 a ) - 1] / 1 

=^. 2 n — 1 = M-[P (2 a )] avec M / 2 n — 1 et M / 1 2 n — 1 n’est pas premier (contradiction 
avec l’hypothese). 

(3) Si x et y sont differents alors les nombres (x + 1) (y — 1) et (x — 1) (y + 1) sont differents. 

Supposons que (x + 1) (y — 1) = (x — 1) (y + 1) =^xy — x + y — 1 = xy + x — y — 1 =^ 
2y = 2x x = y (contradiction avec l’hypothese). 

(4) a et p sont deux entiers naturels; montrer que l’on a : 

( p premier et p divise a 2 ) p divise a. 

Si p premier et p divise a 2 £ R tel que: a 2 = k ■ p a ■ a= k • p 

{ a divise p et k divise a contradiction avec le fait que p est premier. 

p divise a. 

ou bien: pdivise a et adivise k 

(5) si p est premier alors sjp est un nornbre irrationnel. 

Supposons par l’absurde que: ^Jp est un nornbre rationnel=^ 3a, 6 G N , (a, 6) = 1 avec 
6/0et y /p=^ p = (- b ) 2 ^ p .b 2 = a 2 

= p divise a 2 mais p premier^ p divise a ^ a = k ■ p, fc£R=>6 2 =p-fc 2 =^p divise 6 2 , 
mais p premier^- p divise 6 

=1 p / 1 est un diviseur commun de a et 6 contradiction avec (a, 6) = 1 ^fp est un 
nornbre irrationnel. 

(6) \[2 est un nornbre irrationnel. Deduire que: \[2 +\/3 est irrationnel. 

D’apres (5) \f2 est un nornbre irrationnel. Supposons que \J~2 +\/3 est rationnel=^ 

la sornrne des deux nombres^- 2\J~2 £ Q 4 \[2 G Q contradiction^ \J~2 +\/3 est irra- 
tionnel. 
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Exercice 03: Montrons par recurrence que: 



1) Vn G N, 4 n + 6 n — 1 est un multiple de 9. 

n 

2) Vn G N*, k (k + 1) (fc + 2) = -n (n + 1) (n + 2) (n + 3) . 

fc=i 

3) Vn G N*, 2 n ~ 1 < n!. avec n! = n (n — 1) (n — 2) ...1 et 0! = 1 

1) Vn G N, 4 n + 6 n — 1 est un multiple de 9.(R n ) 

Si n = 0, 4° — 6 • 0 — 1 = 0 = 0.9 =>- 4° — 6 • 0 — 1 est un multiple de 9 Ro est vraie. 
Supposons que (R n ) est vraie pour un n G N (l’hypothese de recurrence), et montrons que 
(Rn- i-i) l’est aussi, c’est-a-dire: 

4 (^+ 1 ) + 6 (n + 1) — 1 est un multiple de 9. 



En effet: 



4 (n+1 ) + 6 (n + 1) - 1 



4-4 n + 6 n + -l + 6 

9 .k + 3.4 n + 6 (l’hypothese de recurrence) 

9.k + 3 (9 k — 6 n + 1) + 6 = 9 (k + 2>k — 2n + 1) 
4 ( 77 .+!) _|_ g 4 4 ) _ 4 eg1 . un mu ltiple de 9. 



Conclusion: 

Vn G N, 4™ + 6 n — 1 est un multiple de 9. 

n 

2) Vn G N*, ^ k ( k + 1) (k + 2) = \n ( n + 1) (n + 2) (n + 3) . ( R n ) 

k = 1 
1 

Si n = 1, k (k + 1) (A; + 2) = 1 (2) (3) = 6 et \n (n + 1) (n + 2) (n + 3) = (2) (3) (4) = 

fc=i 

6 R\ est vraie. 

Supposons que (R n ) est vraie pour un n G N* (l’hypothese de recurrence), et montrons que 
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(R n+ i) Test aussi, c’est-a-dire: 



ra + 1 i 

^ A; (A; + 1) (A; + 2) = - (n + 1) (n + 2) (n + 3) (n + 4) 

fe=i 

En efFet: 

n+1 n 

^ A; (A; + 1) (A; + 2) = y>(fc + l) (A; + 2) + (n + 1) (n + 2) (n + 3) 

/c=l fc=l 

= ^n (n + 1) (n + 2) (n + 3) + (n + 1) (n + 2) (n + 3) 

= ^ (n + 1) (n + 2) (n + 3) (n + 4) 

Conclusion: 

n x 

Vn G N*, ^ k (k + 1) (A; + 2) = -n (n + 1) (n + 2) (n + 3) . 
fc=i 

3) Vn G N*, 2 n_1 < n!. (R n ) avec n! = n (n — 1) (n — 2) ...1 et 0! = 1 
Pour n = 1, 2 1_1 = 2° = 1 < 1! = 1 =>• Rq est vraie. 

Supposons que (R n ) est vraie pour un n G N* (l’hypothese de recurrence), et montrons que 
(R n+ i) Test aussi, c’est-a-dire: 

2 n < (n+1)! 

En efFet: 

2 n = 2.2 n ~ 1 < 2.n! < (n + 1) .n! = (n + 1)! 

Conclusion: 

Vn G N* , 2 n ~ 1 < n\. 

Exercice 04: A, B et C sont trois parties d’un ensembleE. Montrons que: 

(1) AUB = AnC ^ B cAcC. 

"=>• ” Montrons que: AuB=AnC^BcAcC 

a) B c A, si x € B => x € All B => x € AnC => x € A=> B c A 

b) 4cC, sirG4=tiGdUB=ta;G4nC=txG4et3:GC=^i4cC 
=tBcicC 
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"^”B c AcC ^ AUB = AnC 

{ x G A x G C 

ou xG-B=^xgA=^xg( 7 
b) An C C Au B, si x £ An C x £ A ^ x £ Au B 

(2) AcB^C§cC£oAuB = B 
a) Montrons que: A C B <tt> C J? C C g 
En effet: 



”si x G CJ? ^x£Eetx^B^x£Eetx^A car A C B => x G Cjj 
" <^= ” si x G A =4> x ^ (7^ =4> x C B 
b) Montrons que: (7f C C ^ A U B = B 



’1) AUB C B? 

x £ A => x £ Cfi x Cg 4xeB 
ou x G B 

2 )B C A U B evident dans tous les cas. 



si x 



£ AU B 



x £ B 



"<*= ”C| C Cp. 

si x G Cg x ^ B ^ x ^ AU B x ^ A x £ C^. 

( 3 ) cp B = c£nc B 

"c ”cp B c c^ncf? 

si x G (7£ UB =^x^ylUi?=^x^^4etx^i?=^xG (7^ et x G (7j? 4iG (7^ fi (7^ 
"D ” n Cf C C| UB 

si x G Cfi fl C7f 4iG Cg et x G (7J? =tx^detx^B^x^iUii=txG C'^ uS . 

(4) J B = C'^>(Mn J B = ylnC' etylUB = ^UC) 



"=>■ ” Montrons que: {An B = AnC et ^4 U B = Au C )? 



siB = C'=i>ylnB = AnC' et^UB = ^U(7 



"<S= ” Montrons que: B = Cl 

"C ”si iGB=iiG4UB=ixG4UC 
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x £ A ^ x £ An B car on a x £ B ^ x £ An C ^ £ C 

ou x £ C 



=>- x £ C 

" D ” si x £ C ^ x £ AU C ^ x £ AU B 

x £ A ^ x £ An C car onareC^reAflB^xGB 

ou x 6 B 

x £ B 



( 5 ) (A\B)\C cA\{BuC). 

si x £ (A \ B) \ C x £ (A \ B) et x ^ C ^ x £ A et x ^ B et x ^ C ^ x £ A et 
(x B et x ^ C) 

x £ A et x B U C ^ x £ A \ (B U C) 

(6) On suppose que:A n B = Au C.A-t-on B = C. 

Non car par exemple: A = {1, 2, 4} , B = {1, 2, 4} et C = {1, 2} on a: An B = iU C.rnais 
B^C. 

Exercice 05: Soient E un ensemble non vide, et P (. E ) l’ensemble de ses parties. On suppose que card 
E = n. 

Montrer par recurrence que: 



card P (E) = 2 n ,Vn e N*. 



Par recurrence: 

lere etape: Pour un ensemble qui contient un seul element par exemple: E = {a} =$■ P 
{E) = {0,{a}} 

=$■ card P (E) = 2 1 = 2 

done la relation est vraie pour n = 1 

2eme etape: supposons que pour un ensemble A n qui contient n elements alors: card P 

{An) = 2 n 
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et montrons que pour un ensemble A n+ \ qui contient n + 1 elements alors: card P 
(A n+ 1) = 2 n+1 

En effet: si on a un ensemble A n+ 1 qui contient n + 1 elements alors: l’ensemble des 
parties contient les sous ensembles 

qui ont un lien avec les n premiers elements qui sont 2 n sous ensembles et on ajoute les 
rnernes sous enembles rnais qui contients 

Pelement d’ordre (n + 1) a chaque fois.=^ card P (A n+ 1 ) = 2 n + 2 n = 2 n+1 . 
conclusion: 

card P (E) = 2 n ,\/n € N*. 

Exercice 06: Soient E un ensemble, A, B £ P (E) .Resoudre dans P (. E ) les equations suivantes: 

(1)IUA = B et (2)InA = B 
(3) X — A = B et (4) X A ,4 = B 

(1) X U A = B ^ Ac B ^ X = C^UY avec Y C A 

Alors l’ensemble des solutions est E i = { X = Cq U Y avec Y £ P (A) — ► ensemble des parties de A} 

(2) IflA = 84BcA4l = 5Ub avecE C 

Alors l’ensemble des solutions estr 2 = {AP = i?uy avec Y G P (Ce) ensemble des parties de C 

(3) X - A = B ^ An B = 0 ^ X = B UY avec Y C A 

Alors l’ensemble des solutions est T 3 = {X = BUY avec Y £ P (A) — > ensemble des parties de A} 

(4) A A A = B => X = {B - A) U (A n B) . 
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Chapitre 2 



Relations d’equivalence- Relations 
d’ordre 



2.1 RELATIONS D’EQUIVALENCE 

2.1.1 NOTION DE RELATION BIN AIRE 

On appelle relation de E vers F tout precede associant a des elements de E des elements de 
F. 



Soit 3? une relation de E vers F. Si x 6 E est en relation avec y £ F, on notera: 



xRy 

L’ensemble des couples (x,y) £ E x F verifiant une relation 3? est appele le graphe de 3?. 

Si E = F, une relation de E vers F est appelee relation binaire sur E ( ou dans E ). Par 
exemple l’egalite est une relation binaire sur tout ensemble E. 

Proprietes des relations binaires dans un ensemble 

Soit 3? une relation binaire dans un ensemble E et x, y, z des elements de E. 

Reflexivite 3? est reflexive si: 

VrGfi xRx 
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Exemple 3 So it 3ft la relation definie sur Z par: 



x3fty 44 3 divise ( x — y ) 

( On rappelle que a divise b 44 3k G Z : b = ka). 

Alors on a: pour tout iGZ, x — x = 0 = 0 • 3, done 3 divise (x — x), d’ou x3ftx, et par suite 
3ft est reflexive. 

Transitivite 3ft est transitive si: 

Vx, y,z G E x3 fty et ylRz =4 xdiz 

Exemple 4 Soit 3ft la relation definie sur NxN par: 

(x, x) 3ft (y, y') 44 x + x! = y + y 

Alors on a: pour tout (x,x') G N x N, x + x' = x + x' , d’ou, (x, x') 3ft (x, x'), et par suite 3ft 
est reflexive. 

Symetrie 3ft est symetrique si: 

Vx, y G E x3 fty =4 y3ftx 

Exemple 5 Soit 3ft la relation definie sur M par: 

x3 fty 44 (x — y) est un multiple de 2 

Alors on a: Vx, y G M, x3fty 44 (x — y) est un multiple de 2 =4 (y — x) est un multiple de 2 
=4 y3ftx, et par suite 3ft est symetrique. 

Antisymetrie 3ft est antisymetrique si: 

Vx, y G E x3 fty et y3ftx =4 x = y 
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Exemple 6 So it 3ft la relation definie sur N* par: 

o3ft6 a divise b 

Alors on a: Va, fteFf*, a3ft& a divise b 3k\ G N* tel que:b = k\ ■ a, d' 'autre part on a: 

63fta b divise a 3^2 G N *telque : a = /c 2 • b 
=> a = k 2 ■ k\ ■ a 
=> &2 ' ^1 = 1 =>■ k2 = ki = 1 

=> a = b 

et par suite 3ft est antisymetrique. 

2.1.2 RELATION D’EQUIVALENCE 

Definition 

Une relation definie dans un ensemble E est une relation d’equivalence si elle est: 

X reflexive, 

X symetrique, 

X transitive. 

Si x3 fty, avec 3ft est une relation d’equivalence. Alors on dit que x est equivalent a y modulo 
3ft. 

Exemple 2.1 Soit 3ft la relation definie sur Z par: 

xlRy 3 divise ( x — y) 

Classe d’equivalence 

Une classe d’equivalence d’un element x donne est l’ensemble des elements y equivalents a 
cet element notee: x ou cl (x) ou bien C (x) . 
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Exemple 7 Soit 3ft la relation definie sur Z par: 



x3fty 3 divise ( x — y ) 

alors: 

2 = {ieZ tel que: x3ft2} 

x3ft2 3 divise (x — 2) 

G Z : x — 2 = fc • 3 
=> x’ = k ■ 3 + 2 

=► 2 = {•••, —7, —4, — 1, 2, 5, 8, ...} 

Ensemble quotient 

L’ensemble des classes d’equivalence modulo 3ft se nomme ensemble quotient de E par 3ft et 
se note J| ou E /3ft. 

L’ensemble quotient constitue une partition de E. 

En effet si x G E, x 0 puisque 3ft est reflexive et x G i. 

Et on a: U £ = E, x € E. 

Enfin si x y =$■ in y = 0 car s’il existe un element a 6 iny => a 3ftx et y3fta =>• x3fty => i = y 
(contradiction). 

Remarque 2.1 Si a £ i alors a = x. 

2.2 RELATION D’ORDRE 

Definition 2.1 t/ne relation definie dans un ensemble E est une relation d’ordre si elle est: 



X reflexive, 

X antisymetrique, 
X transitive. 
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Exemple 8 So it 3ft la relation definie sur N* par: 



pHq <=> (3 n G N* tel que p n = q) . 



En effet: 

a) La reflexivite: 

on a: p 1 = p plRp 3ft est reflexive. 

b) L’antisymetrie: 

si: 

b) La transitivite: 

si: plRq et q$t r =^ 

(3ni G N* tel que p ni = q) et 
(3n2 G N* tel que q n2 = r) 

-v, pnm 2 _ r _ niU2 e pj* f e i g Ue p m — r ) 

p3ft r =$■ 3ft est transitive, 
conclusion: 3ft est une relation d'ordre. 

2 . 2.1 L’ordre total et l’ordre partiel 

Definition 2.2 Soit 3ft une relation d'ordre definie sur un ensemble E, alors si pour tout x, y G 
E, on a ou bien x3 fty ou y3ftx, on dira que Vordre est total, si non c’est a dire 

3a, (3 G E tel que on a ni a3ft/3 ni /33 fta 



pHq et g3ft p =$■ 

(3ni G N* tel que p ni = q) et 
(3n2 G N* tel que q n2 = p) 



n\n 2 _ 



= q => niri 2 = 1 => ni = ri 2 = 1 
p = q => 3ft esi antisymetrique. 
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alors 3ft est, un ordre partiel. 



Exemple 2.2 Soit 3ft la relation definie sur N* par: 

plfcq (3 n G N* tel que p n = q) . 

3ft est un ordre partiel car: 

pour a = 2 et f3 = 3 on ni n3 ft/3 ni /33fta. 



2.2.2 MAJORANT,MINORANT 

Definition 2.3 Soit E un ensemble muni d'une relation d'ordre 3ft, alors M est un majorant 
de E, si Vx 6 E, x3ftM. D’autre part, m est un minorant de E, si \/x £ E,m 3ftx. 

Exemple 2.3 Dans I = [2, 5 [ muni d'une relation d'ordre 3ft definie par: 



x3 fty x < y 



V ordre est total et on a par exemple: 



7 est un majorant de I et — 3 est un minorant de I. 



2.2.3 La borne superieure, la borne inferieure 

Definition 2.4 Soit E un ensemble muni d'une relation d'ordre 3ft, alors la borne superieure 
d’un ensemble E est le plus petit des majorant, notee SupE. D’autre part, la borne inferieure 
est, le plus grand des minorant, s, notee Inf E. 

Exemple 2.4 Dans I = [2, 5 [ muni d'une relation d'ordre 3ft definie par: 



x3 fty x < y 



Supl = bet Inf 1 = 2. 
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2.2.4 Maximum, minimum 

Definition 2.5 Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre 3?, alors si la borne superieure 
d’un ensemble E appartient a E, alors V element maximal (maximum) ou dit le plus grand 
element de V ensemble existe et il est egal a la borne superieure de E, si non alors le maximum 
nexiste pas. D’autre part si la borne inferieure d’un ensemble E appartient a E, alors V element 
minimal (minimum) ou dit le plus petit element de I’ensemble existe et il est egal a la borne 
inferieure de E, si non le minimum nexiste pas. 

On note le maximum par: MaxE et le minimum par: MinE 

Exemple 2.5 Dans I = [2, 5 [ muni d’une relation d’ordre K definie par: 



xlRy 4$ x <y 



Supl = 5 ^ / =>■ Maxi n’existe pas et 
Inf 1 = 2 £ 7=^ Min I = Inf 1 = 2. 



2.3 Exercice 



Exercice 01: On definit dans R* la relation R par: 



x R y 



1 = 2_1 

x 2 ^ y 2 



(1) Montrer que R est une relation d’ equivalence. 

(2) Determiner la classe d ’equivalence de a £ 1*. 

Exercice 02: On definit dans R* la relation R par: x R y | > 0 

(1) Montrer que R est une relation d’ equivalence. 

(2) Determiner cl (1) et cl (—2) . En deduire la classe d’equivalence de a £ R*. 



Exercice 03: soit S la relation dans R definie par: 



a S b 43- a 3 — 6 3 = a — b 
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(1) Montrer que S est une relation d’equivalence. 

(2) Discuter suivant la valeur de m le nornbre d’elements contenus dans la classe de m . 
Exercice 04: Soit R la relation binaire definie sur Z x N* par: 

( x , y ) R (x ' , y ') xy ' — x 'y = 0. 

(1) Montrer que R est une relation d’equivalence. 

(2) Determiner cl ((1,2)) et cl ((—1,2)) . 

Exercice 05 : Dans p ( E ), ensemble des parties de E ^ 0, R est definie par: 

A R B & (A = B ou A = Cf ) 

(1) Montrer que R est une relation d’equivalence. 

(2) Determiner cl (0) ,en deduire cl (E) . 

(3) A-t-on cl {A fl B) = cl (A) fl cl ( B ) pour A, B dans p (E)?justifier. 

Exercice 06: Soit $ la relation definie sur N* par: 

x $ 1 / 3 n G N tel que : x n = y . 

(1) Montrer que $ est une relation d’ordre dans N*. 

(2) Cet ordre est-il total ? 

(3) Soit l’ensemble B = {1, 4, 8} . Determiner s’ils existent, Max A et Min A pour l’ordre 
$. 

Exercice 07: Soit dans R 2 la relation definie par: 

(re, y) < (x ' , y 7 ) x < x ' et y < y 1 . 
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(1) Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total ? 

(2) Preciser deux minorants, deux majorants, bornes inferieure et superieure de la partie: 

A ={(1.2), (3,1)}. 

(3) La partie A possede-t-elle un plus grand element ? un plus petit element ?. 

Exercice 08: On definit dans Z la relation S par: 

a S b <+ a < b + 1 

(1) Verifier que 0 S' 1 et 1 S' O.Donner une conclusion? 

(2) Soit R la relation definie sur Z par: 

a R b a (6+1 

Montre que R est une relation d’ordre dans Z. 

2.4 Solution des exercices 

Exercice 01: On definit dans R* la relation R par: 

2 1 2 1 

x Ry x 2 = y 2 

(1) Montrons que 3ft est une relation d’equivalence dans M*. 

a) 3ft est-elle reflexive? 

3ft est reflexive<+ VxGR*, x 3ft x. 

Vr G R*, x 2 — \ = x 2 'iu +> x 3ftx =+ 3ft est reflexive 
x z x z 

b) 3ft est-elle symetrique? 
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3ft est symetrique44> V (x, y) £ R* x M : 



x 3ft y => y 3ft x. 



V (x,y) 



£ R* x K*, x 3fty =4> x 2 ~ = y 2 

x z 

=> y 2 - \ = x 2 — ^ y3ftx 

yZ rj-Z 

=> 3ft est symetrique . 



c) 3ft est-elle transitive? 

3ft est transitive^ 



V (x, y, z) £ M* x M* x R*, x 3fty et y3ftz => x 3ftz. 



V(x,y,z) £ 



Conclusion 



R* x I* x R*, x 3fty et y^ftz 

2 1 2 1 . 2 1 2 1 

x o et 2/ o = z ^ 

x A y z y z z z 



x 



ft = z 2 =x- x 3ftz. 



3ft est une relation d ’equivalence dans 



2) Determinons la classe d’equivalence de a £ R* . 

a = {x £ M*/x 3fta} alors: x 3 fta x 2 — = o 2 — ^ =^x 4 — 1 = (a 2 — 

x 4 — (a 2 — x 2 — 1 = 0 

On pose t = x 2 =>■ f 2 — (o 2 — t — 1 = 0 => A = (a 2 — 4j) 2 — 4 
= [a 2 -^-2].[a 2 -i + 2] 

alors: 1/ Si A = 0 => (a 2 — ^) 2 — 4 = 0=^ a 2 — ^ = ±2 => t = ^ 2 =4 

t = — 1 qui ne convient pas car t > 0 
=4> x = ±1 a = {a, 1, —1} . 



1. 2/ Si A < 0 =^- alors on a un element unique dans la classe de a =>• d = {a}. 



3/ Si A > 0 => h = 
dans la classe de a 






ou bien = 



alors on a ! 



a = {a, a/^ 2 , — v^i) — v/AT} • 




t = lou 



elements 
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Exercice 02: On definit dans R* la relation R par: 



x R y — > 0 

V 

(1) Montrons que 3ft est une relation d’equivalence dans R*. 

a) 3ft est-elle reflexive? 

3ft est reflexive^ Vx£R*, x 3ft x. 

X 

Vx £ R*, — = 1 > 0 => x 3ftx =$■ 3ft est reflexive 
x 

b) 3ft est-elle symetrique? 

3ft est symetrique^ V (x, y) £ R* x R*, x 3ft y =$■ y 3ft x. 

V(x,y) £ R* x R*, s 3fti/ =t - > 0 - > 0 => y3ftx 

V x 

3ft est symetrique 

c) 3ft est-elle transitive? 

3ft est transitive^ 



V (x, y, z) £ R* x R* x R*, x 3 fty et yRz => x 3 Hz. 



V(x,y,z) 



Conclusion 



£ R* x R* x R*, x 3fty et y?ftz => — > Oet - > 0 

y z 

=>• x et y ont le rnerne signe et y et z ont le rnerne signe et x ^ 0 
=> x et z ont le rnerne signe et x ^ 0 =>• x z > 0 x 3ftz 3ft est transitive 
: 3ft est une relation d’equivalence dans R*. 



(2) Determinons la classe d’equivalence de 1. 

i = {x £ R*/x • 
x 3ftl => j>0=^x>0=^i = ]0, +oo[ 
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b) Determinons la classe d’equivalence de —2. 

2 = {x € M*/x K(-2)}. 

i S?1 =$■ > 0 => x < 0 — 2 = ]— oo, 0[ 

{ 10, +oo[ si a > 0 
]— oo, 0[ si a < 0 

Exercice 03: soit S la relation dans M definie par: 

a S b a 3 — b 3 = a — b 

(1) Montrons que S est une relation d’equivalence. 
a) S est-elle reflexive? 

S est reflexive^ Va G M, a S a. 

Va G K, => a 3 — a 3 = a — a = 0 => a Sa S est reflexive 

b) S est-elle symetrique? 

S est symetrique<tt> V (a, b) G M x M, a 3ft b =$■ b 3? a. 

V (a, b) G RxK, a S6 =t a 3 - 5 3 = a - 6 

=> b 3 — a 3 = b — a b Sa => S est symetrique. 

c) S est-elle transitive? 

S est transitive^ V (a, b, c) 6 I x R x R, aSb et bSc => a Sc. 

V(a, 6, c) G RxRxl, 

a K6 => Va G M, a 3 — b 3 = a — b 

et bSc => Vo G 1, =X 5 3 - c 3 = 5 - c 

=> a 3 — c 3 = a — c^aSc^Se st transitive 
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2) Discuter suivant la valeur de m le nombre d’elements contenus dans la classe de m . 



cl (to) ={a £ M/ mSa } 

mSa ?n 3 — a 3 = m — a 

=> (to — a) (m 2 + am + a 2 ) = (m — a) 

(a — m) ( a 2 + ma + to 2 ) = (a — to) 
a = to 

ou a 2 + ma + ?re 2 = 1 a 2 + ma + to 2 — 1 = 0 
conclusion: pour A = to 2 — 4 (to 2 — l) 

= 4 — 3 to 2 = (2 — \f3vi) (2 + v^to) 

1/ Si A = 0 to = ^ ou to. = — ^ alors on a deux elements dans la classe 



de to. 

2/ Si A < 0 =>- to £ 
classe de to. 

3/ Si A > 0 =^- to £ 



— oo, — 



a/3 



u 



v ^^ 00 



alors on a un element unique dans la 



2 2 
a/3 ’ a/3 



alors on a 3 elements dans la classe de to. 
Exercice 04: Soit R la relation binaire definie sur Z x N* par: 



(x, y ) R (x 7 , y 7 ) xy 7 — x 'y = 0. 



(1) Montrer que i? est une relation d’ equivalence, 
a) R est-elle reflexive? 

R est reflexives V (x, y) £ Z x N*, (x,y)R(x,y)? 

V (x, y) £ Z x N* xy — x y = 0 => (x, y) R (x, y) =>• i? est reflexive 

b) i? est-elle symetrique? 

i? est symetrique^ V (x, y) , (x 7 , y 7 ) £ Z x N*, (x, y) R (x 7 , y 7 ) (x 7 , y 7 ) R (x, y)? 

soient (x, y) , (x 7 , y 7 ) £ Z x N*, si (x, y) i? (x 7 , y 7 ) xy 7 — x 7 y = 0 =^ 

=>• x 7 y — xy 7 = 0 (x 7 , y 7 ) 42 (x, y) => i? est symetrique. 
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c) R est-elle transitive? 

R est transitive^ V (x, y ) , (x', y ') , (. x ", y") G Z x N*, (x, y) R (x', y') et (x', y') R (x", y") => 
{x,y)R{x",y") . 



soient (x, y) , (x', y') , (x", y") 


G 


Z x N*, 


(x, y) R (x', y') 




ii i x y ' 

xy — x y = 0=^x= car y G N' 

y 


et (x',y')i?(x",y") 


=>■ 


xy" x'y' = 0 => XV ' y" x"y' = 0 

y 




=>■ 


—y" — x" = 0 => xy" — yx" = 0 

y 




=> 


(x, y) R (x", y /7 ) => i? est transitive 



(2) Determiner cl ((1,2)) et cl ((—1,2)) . 

c*(( 1,2)) = {(x,y)GZxN*, (x, y) i? (1, 2)} 

(x, y) R{ 1,2) 2x — y = 0 => cl ((1, 2)) = {x (1, 2) , x £ M} 



et pour: 



d((-l,2)) = {(x,y) eZxf, (x,y)i? (-1,2)} 

(x, y) R (— 1, 2) 2x + y = 0 => cZ ((— 1, 2)) = {x (1, —2) , x G R} 



Exercice 05 : Dans p ( E ), ensemble des parties d e E ^ 0 , R est definie par: 

A R B ^ (A = B ou A = C§) 

(1) Montrer que i? est une relation d’ equivalence. 

3? est reflexive^ \M G p ( E ) , A 3? A. 

on a: A = A => A $tA => R est reflexive 

b) SR est-elle symetrique? 
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3? est symetrique<t4> VA, E G p ( E ), A 3? B => B 3? A? 



soient A, B 6 

=>■ 

=> 



p(E), ARB^ (A = B ou A 
(B = A ou B = C%) => BRA 
3? est symetrique . 




c) 3? est-elle transitive? 

3? est transitive^ 



VA, B,C <E p (E) , A 3iE et E3?C => A 3?C. 



VA, E, C G 



Conclusion : 

(2) Determiner cl (0) ,en deduire cl (. E ) . 

cZ (0) = {Aep (E) /A3?0} 

A3i0 (A = 0 ou A = Cf ) A = 0 ou A = E 
cl (0) = {0, E} et puisque E 6 cl (0) => cZ (E) = {0, E} 



p(E) , A 3?E et E3?C => (A = 5 ou A = Cf ) 
et (E = Cou B = Cf ) 

A = B etB = C=>A = C 



A = B etB = Cf => A = Cf 
A = Cf et B = C => A = Cg 
A = Cf etE = Cf =>• A = C 



(A = C ou A = Cf ) 



A 3?C. 

3? est une relation d’equivalence dans p (E) . 



(3) A-t-on cl (A n E) = cl (A) fl cl (E) pour A, E dans p (E)?justifier. 
non car pour: A = 0 et E = {1} on a: cl (A n E) = cZ (0) = {0, E} 
rnais cl (A) n cl (E) = cl (0) fl cl ({!}) / {0, E} car {1} ^ {0, E} 
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done: cl {A n B) / cl (A) n cl (B) 



Exercice 06: Soit $ la relation definie sur N* par: 

x $ 1 / 3 n G N tel que : x n = y . 

(1) Montrer que $ est une relation d’ordre dans N*. 

a) <J> est-elle reflexive? 

<J> est reflexive^ Vx G N*, x $ x? 

Vx G N* => 3 n =1 G N tel que : x 1 =x=^x<J>x=^<l>est reflexive 

b) < 1 > est-elle antisymetrique? 

$ est antisymetrique^ Vx, y G N*, x y et y d> x => x = yl 

soient x,y N*, si x&y et y&x =>• 3 n\ G N tel que : x ni = y 

et 3 n 2 G N tel que : y n2 = x => ( y n2 ) ni = x ni = 

=>■ ni?X2 = 1 => ni = n2 = 1 
=>• x = y =$■ <3? est antisymetrique. 

c) <J> est-elle transitive? 

^est transitive^ Vx, y, z £ N* ,x & y et y z => x & z. 
soient x, y, z G N*, 

x<3?y et y&z =>• 3 m G N tel que : x ni = y 

et 3 ri2 G N tel que : y n2 = z =>- (x ni )” 2 = z 

3?x = n\i~i2 G N tel que : x n = z 

=> x d* z => d> est transitive 

(2) Cet ordre est-il total ? 
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L’ordre n’est pas total car pour les deux entiers {2, 3} on a ni 2 <i>3 ni 3 $ 2. 



(3) Soit l’ensemble B = {1, 4, 8} . Determiner s’ils existent, Max B et Min B pour l’ordre 



M est un majorant de B Vx 6 B, x M =^- < 



1 4>M 4lni G N tel que : 1 ni = M 
4 4>M 3 «2 G N tel que : 4 712 = M 



8 4>M =t 3 «3 G N tel que : 8 ns = M 
Alors les seul majorant est M = 1 d’apres la premiere equation 

=> SupB = 1 =^- Max B = 1 

et on a m est un minor ant de B Vx G -B, m x 

m fl => 3 ni G N tel que : m ni = 1=^toGN 
m f 4 4 3 ?i 2 G N tel que : m 712 = 4 =>- m = 2, 4 
m 4>8 3 713 G N tel que : m n3 = 8 2 , 8 

m = 2( l’intersection entre les trois cas) 

InfB = 2 £ B => Min B n’existe pas. 

Exercice 07: Soit dans R 2 la relation definie par: 



(x, y) < (x ' , y ') 4^ x < x ' et y < y ' . 



(1) Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total ? 



a) < est-elle reflexive? 



< est reflexive^ V (. x,y ) G R 2 , (x,y) < (x,y)7 



V(i,|/)eR 2 =ii<i et y < y => (x,y) < (x, y) => < est reflexive 



b) < est-elle antisymetrique? 

< est antisynretrique<tt> V (x,y ) , (x',y') G R 2 , (x,y) < (x',y') et (x',y') < (x,y) =$■ (x,y) 
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{x',y'Y'- 



soient (x, y) , (x' , y') £ R 2 , si (x, y) < (x', y'^ => x < x ' et y < y ' 

et si (x' , y 1 ) R(x,y) x ' < x et y 1 < y x = x' et y = y' 

=> (x,y) = (x ',y') =>< est antisymetrique. 

c) < est-elle transitive? 



< est transitive^ V (x, y) , (x' , y') , (x" 


,y") 


1 £ R 2 , (x,y) < (x',y') 


et (x',y') < (x",y") 


(x,y) < (x",y") . 








soient (x, y) , (x' , y') , (x" , y") 


£ 


R 2 , 




(x,y) 


< 


(x' , y') =>■ x < x ' et 


y < y ' 


et (x',y') 


< 


(x",y") ^x' <x" et 


VI 

"a 






x < x" et y < y" 





=$■ ( x,y ) < (x",y") =>< est transitive 

conclusion: < est une relation d’ordre qui est partiel car pour les deux couples: 

(2, 3) et (4, 1) on a ni (2, 3) < (4, 1) ni (4, 1) < (2, 3) . 

(2) Preciser deux minorants, deux majorants, bornes inferieure et superieure de la partie: 



A ={(1,2), (3,1)}. 



(M\, M 2 ) est un majorant de A => V (x, y) £ A, (x, y) < (Mi, M2) V> < 



(1,2) < (Mi, M 2 ) => 1 < Mi et 
(3, 1 ) < (M u M 2 ) =^> 3 < Mi el 
=$■ (Mi, M2) £ R avec 3 < Mi et 



=> Sup A = (3, 2) ^ A Max A n’existe pas. 

(mi, m2) est un minorant de A V (x, y) £ A, (mi, m2) < (x, y) => < 
=> Inf A = ( 1 , 1 ) ^ A MinA n’existe pas. 



(mi, m2) < (1, 2) => mi < 1 et m 2 
(mi, m2) < (3,1) =$■ mi < 3 et m 
=$■ (mi, m2) £ R avec mi < 1 et m 2 
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Exercice 08: On definit dans Z la relation S par: 

a S 6 <+ a < 6 + 1 

(1) Verifier que 0 S 1 et 1 S O.Donner une conclusion? 

0 < 1 + 1 0 S' let 1 < 0 + 1 1 S 0 alors la relation n’est pas antisymetrique. 

(2) Soit R la relation definie sur Z par: 

a R b <+ a (6+1 

Montrons que R est une relation d’ordre dans Z. 

a) R est-elle reflexive? 

R est reflexive<+ Va £ Z, a R a? 

Va £ Z, a ( a + 1 =+ aRa => i? est reflexive 

b) i? est-elle antisymetrique? 

i? est antisymetrique+> Va, 6 £ Z, a i?6 et 6 i?a =+ o = 6? 

soient a, 6 G Z, si ai?6 et 6i?a +• a (6 + 1 
et 6 ( a + 1 =+ (a — 6) < (6 — a) 

=+ (a — 6) • 1 < (a — 6) • (—1) 
alors si (a — 6) / 0 =£- 1 < (— 1) (contradiction) 

+• a = 6 =+ i? est antisymetrique. 

c) i? est-elle transitive? 
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f&est transitive^ Va, b, cGZ,oi?6et6i?c=^oi?c? 

soient a,b,c G Z, 

a R b et b R c =>• a (6 + l=^a<6 
et 6 (c+1 6<c=^a<c 

=> a < c + 1 =^- i? est transitive 

Conclusion: i? est une relation d’ordre. 
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Chapitre 3 



Les applications 

3.1 NOTION D’ APPLICATION 

Etant donne deux ensembles E et F on definit une application de E dans F en se donnant une 
regie permettant de faire correspondre a tout element de E un element determiner de F. Cette 
regie est consideree cornrne un operateur, note /, T, ... Si a € E, f (a) designe le transforme de 
a et represente done un element de F, et on note: 

/ : E^F 

x i — > f (x) =y 

On dit que y est fonction de x. E est l’ensemble de depart, F l’ensemble d’arrivee. L’element 
y associe a x est l’inrage de x par /. 

Exemple 3.1 

/ : M— >M 

x i — > / (x) = 6x + 3 
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3.2 EGALITE DE DEUX APPLICATIONS 



Pour montrer que deux applications / et g sont egales, on montre qu’elles ont le rnerne ensemble 
de depart E, et le rnerne ensemble d’arrivee F et que 

Vxe E,f (. x ) = g(x) 

Exemple 3.2 Soit E un ensemble. Pour toute partie X de E, on note <p x P application de E 
dans {0, 1} definie par: 

[ 1 si t £ X 
Px (t) = < 

y 0 si non 

(fix est appelee application caracteristique de X. 

Exemple 9 Montrons que: 



Wl, B G P ( E ) , ip An b — Pa' Pb 



En effet: 

On sait que (p AnB e t Pa ' Pb or,j t Bieme ensemble de depart E et meme ensemble d'arrive 
{0, 1}, il suffit de montrer que: 



\/t G E, ip AnB (t) = (p A ■ p B ) (t) 



On distingue les cas suivants: 



★ 


si t 


e(in5)=> 


Pahb 


(*) = 


1. et ( Pa ' 


Pb) (t) = 


iP a) it) ■ iPB) 


(0 = 1-1 


= 1 ( car t 


G 


A 


et t £ 


B), 






















★ 


si t 


<E (A\B) ^ 


Padb 


(0 = 


0, et (y A 


■ Pb) (0 = 


■ iP a) (0‘OPb) 


(0 = i-o 


= 1 ( car t 


G 


A 


et t 0 


B), 






















★ 


si t 


G (B \ A) =4 


> PAnB (0 z 


= 0, et (cp A ■ ip B ) (t) 


= N (ip A ) ( t ) • 


iP El) it) = 


0-1 = 1 


( car 


t A 


et t 


G B), 




















★ 


si t 


$ (^U B) =A 


Pahb 


(*) = 


0, et {<p A ■ 


Pb) it) = 


iP a) it) ■ iPB) 


(0=0-0 = 


= 0 ( car t 




A 


et t 0 


B). 
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Done, pour tout t G E, < p^nB (t) = (Pa ' Pb) (t) 
et par suite y>AnB = Pa ' Pb- 



3.3 COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS 



Soient / une application d’un ensemble E dans un ensemble F et g une application de F dans 
un ensemble G. Alors le composee de ces deux application est 

gof : E —> G 

x ^ (. gof ) (x) =g(f (x)) 

Exemple 3.3 

/ : N-^N 

x i ^ f (x) = 2x 

Alors: 




si x est pair 



si x est impair 



fog : N — > N 

x 1 * f {g {x)) 



x si x est pair 
x + 1 si x est impair 



et go f : N — » N 

x i— >• g (/ (x)) = g (2x) = x car 2 x = y est un entier pair 
Remarque 3.1 Dans le cas general: 

g o f ^ / o g (voir V exemple). 



53 




3.4 IMAGE D’UNE PARTIE 



Soient / une application d’un ensemble E dans un ensemble F et A une partie de E. Alors 
l’image de A par / est definie par: 



/ (4) = {f (x) , x € A} 



Exemple 3.4 



/ : R -*• M+ 

x i— > / (x) = |x| et A = {— 1, 1, — 2, 2, — 3, 3} 



On a done: 

f (A) = {1, ,2,3} 

3.5 INJECTIVITE 

Soit / une application d’un ensemble E dans un ensemble F. Par definition: 

/ est injective 44 Vxi,X 2 G E, x\ ^ xi =4 / (xi) / / ( X 2 ) 

ou bien : / (xi) = / (X2) =4 xi = X2 (le contrapose) 



Exemple 3.5 



/ : R — > R 

x i— > / (x) = 2x 



et g : M -»• M+ 

x t — > g (x) = |x 



Alors: 



f est injective car: Vxi,X 2 G M, xi / X 2 =4 2xi / 2x2 =4 / (xi) / / (X 2 ) 

mais g nest pas injective car par exemple : 2 / — 2 mais f (2) = / (—2) . 
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3.6 SURJECTIVITE 



Soit / une application d’un ensemble E dans un ensemble F.Alors: 

/ est surjective Vy £ F, 3x 6 E tel que: / ( x ) = y 

c’est a dire chaque element de l’ensemble d’arrive admet un antecedent. 



Exemple 3.6 

/ : R -♦ R 

X I ^ / (x) = |x 

Alors: 

f nest pas surjective car si y £ M _ , Vx £ R, : / (x) = |x| / y, 

mais g est surjective car : Vy £ N, 3x = 2y £ N awec 

/ (x) = / (2y) = y = y 

3.7 BIJECTIVITE 

Soit / une application d’un ensemble E dans un ensemble F.Alors: 

/ est bijective / est injective et surjective. 
Vy £ F, 3!x £ E tel que: / (x) = y 

Exemple 3.7 




| si x est pair 

^ 1 si x est impair 



f : M + -*• M + 

XI — > / (x) = |x 



Exemple 10 / est bijective. 
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3.8 BIJECTION RECIPROQUE 



Soit / une application bijective d’un ensemble E dans un ensemble F. Alors l’application 
reciproque / _1 est definie de F dans E. qui a pour chaque element y, on associe un element 
unique x. 

Exemple 3.8 

/ : M — > M 

x i i f (x) = 3x + 5 

Exemple 11 

y = 3x + 5 =>■ x = 

y 3 

= 4 > / _1 : R ->1 



3.9 IMAGE RECIPROQUE D’UNE PARTIE 

Soient / une application d’un ensemble E dans un ensemble F et B une partie de E. Alors 
l’inrage reciproque de B par / est definie par: 

/ (B) = {x£E, f (x) e B } 



Exemple 3.9 

/ : M + M+ 

x \ —> f (x) = |x| et B = { 1,2,3} 

On a done: 

/- 1 (B) = { 1, ,2,3} 
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3.10 INVOLUTION 



une involution est une bijection d’un ensemble E sur lui-rnerne, qui est egale son inverse, c’est 
a dire: 

Vx G E f (x) = r 1 (x) 

=> f [f (a)] = x ou bien: f of = 1 
on I est l’application identite : Vx £ E I ( x ) = x. 

3.11 PROPRIETES DES APPLICATIONS 

Si A, B e P (E) alors: 

A c B=>f (A) = f (B) 

En effet: si y G / (A) 3x 6 A tel que, / (x) = y 
=> 3x G B tel que, / (x) = y car: A C B 
=> yef(B)=>f(A)cf{B). 
de rnerne pour : / (B) C / (A) . 

et on a: 

/ (A U B) = f (A) U / ( B ) 
f (AnB) c / (A)nf ( B ) 

L’egalite n’ayant lieu que si / est injective. 
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Exemple 3.10 



A = {0, 7r} , B = {0, 37r} et f (x) = cosx 

=> f (A) = {1,-1 },/ (5) = {1,-1} 

/(Ann) = {1} et / (A) n / (n) = {i,— 1} 

=>• / (A) n / (B) £ f (Ann) (f n’est pas injective). 



3.12 Exercices 



Exercice 01: 



(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Exercice 02: 



Exercice 03: 
(1) 
(2) 



Soit E un ensemble. Pour toute partie X de E, on note <p x l’application de E dans {0, 1} 
definie par: 

Vt G E, (ip x ( t ) = 1 )o(t6l). 
est appelee application caracteristique de X. 

Montrer que: VA, B G P (E) , <Patb = -“Pb • 

En deduireque: <p A = (ip A ) 2 . 

<PA = 1 ~ ( PA- 

'Paub = Pa + Pb ~ Pa -Pb ■ 

On considere les deux applications de N dans N definies pour tout x G N, respectivement 
par: 

si x est pair 
si x est impair 

Determiner les applications u = go f et v = f o g . 
f : E —> F une application, A C E et B C E. 

Montrer que: / (A U B) = / (A) U / (B) . 

a) Montrer que: / (A n B) C / (A) n / (B) . 

b) Donner un exemple pour lequel /(Ann)// (A) n / (B) . 



f (x) = 2x, g (s) = < 2 

X + 1 
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c) Montrer que si / est injective alors: f (An B) = f (A) n / (B) . 



Exercice 04: 

(1) 



(2) 



Exercice 05: 



Exercice 06: 



(1) 

(2) 

Exercice 07: 
(1) 

(2) 



Montrer que / de M dans ] — 1 , 1 [ definie par: 

/ (. x ) = : — 7 est bijective et determiner sa reciproque. 

1 + |x| 

Soit g l’application de K dans l’intervalle [—1, 1] definie par: 

f (x) = sin (ttx) 



a) Cette application est-elle injective? est-elle surjective? est-elle bijective? 

b) Montrer que la restriction de / a ] -?r, \ [ est une bijection de ] \ [ sur ] — 1, 1 [ . 

Les applications suivantes sont elles injectives, surjectives, bijectives ? 



/ 



b) g : Z — > N 



sin x 



X 



X 



W — [ x ] 



c) h : 



x 



Soit / de [0, 1[ dans[l, +oo[ definie par: 



/ (*) = 



y/l — x 2 



Montrer que / est une application et qu’elle est bijective. 
Definir alors l’application reciproque. 

Soit h l’application de M dans M definie par: h (x) = -4 X 



x 2 + l ' 



Verifier que pour tout reel a non nul on a: h (a) = h Q) . 
l’application h est-elle injective? Justifier. 

Soit / la fonction definie sur l’intervalle I = [1, +oo[ par f (x) = h (x) 
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a) Montrer que / est injective. 

b) Verifier que: \/x £ I, f (x) < 2. 

c) Montrer que / est une bijection de I sur ]0, 2] et tro uver f^ 1 (x) . 



Exercice 08 : 
(1) 
(2) 
(3) 

Exercice 09: 
(1) 
(2) 
(3) 

Exercice 10: 



Soit / :!—>! definie par: f (x) = grjpj • 

Calculer / (2) et / (^) . / est-elle injective? 

Resoudre dans R : / ( x ) = 2. / est-elle surjective? 

Determiner / (R) .(Indication: utiliser (x + l) 2 > 0 et (x — l) 2 > 0). 

Soient E, F,G trois ensembles et f : E ^ F, g : F G deux applications. 

Montrer que: g o f est injective =^- / est injective. 

Montrer que: go f est surjective g est surjective. 

f et g sont bijectives g o f est bijective et (g o /) -1 = / _1 o g _1 . 

Soient E, F , G trois ensembles, on considere f et g deux applications quelconques de E 
dans F et h une application injective de F dans G. montrer que: 

ho f = hog =>- / = g . 



Exercice 11 : Soient A et B 6 P (. E ) et f : P (E) — >• P (A) x P (B) definie par: 

/ (X) = (X n A, X n B) . 



(1) Montrer que / est injective si et seulement si A U B = E . 

(2) Montrer que / est surjective si et seulement si A n B = 0. 

(3) Donner une condition necessaire et suffisante pour que / soit bijective. Determiner / 
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3.13 Solution des exercices 



Exercice 01: Soit E un ensemble. Pour toute partie X de E, on note (p x l’application de E dans {0, 1} 
definie par: 

\/t G E, (ip x (: t ) = 1 )«(t€l). 

(fix est appelee application caracteristique de X. 

(1) Montrons que: MA,B G P (E ) , ^ nB = ^ ,tp B . 



'•Path ■ E -^ { 0, 1} et (p A .p> B : E —> { 0, 1} car: 0-0 = 0, 0-l = l- 0 = 0et 1-1 = 1. 
Montrons alors que: Vi G E, (p An B (t) = ip A (t) -P B (i)? 

1 si i G A H i? f 1 si i G ^4 et t G -B 

0 si t ^ ^4 n B | 0 si i ^ A ou t £ B 

1 si t G A et t G B 

0 si t £ A ou t B J 1 si t G A et t G B 
Osi t A ou t G B Osit^Aout^B 

Osi t ^ A ou t £ B 



Pacb (t) — 



et (p A ( t).tp B (t) = \ 



— Pacb (t) 



Pacb — P A -Pb ■ 



(2) En deduireque: ip A = (cp A ) . 

On a: p> AnA = (<p A ) 2 d’apres (1) rnais: p> AnA = p> A car: A n A = A => ip A = {ip A ) 2 



(3) (p A = l-(p A 



PA (t) = < 


1 si t G A 


0 si t G A 


1 — 1 si t G A ( 


, - = 


et 1 - p A = < 


, = ) 




0 si t ^ A 


1 si t £ A 


^ 1 — 0 si t A [ 



de plus: <p A (t) : E —> {0, 1} et 1 — ip A : E — > {0, 1} => cp A = 1 — <p A . 




(4) Paub — Pa + Pb ~ Pa -Pb ■ 



Paub 



1 si t G A U B 
0 si t A U B 



1 si t G A ou t G B 
0 si t ^ A et t ^ B 



61 




W A (t)+<fi B {t)~<PA = { 



1 si t G A ou t G B 
0 si t ^ A et t B 



1 + 0 — 0 si t G A et t B 
0 + 1 — 0 si t £ A ou t E B 
0 + 0 — Osi t ^ A ou t ^ B 
^ 1 + 1 — lsi t G A ou t G B 



+AUB (0 • 

et on a: ip AuB : E -*• {0, 1} et ip A (t) + ip B (t) - <p A (t) (i) 

= +A + +B — +A -+B • 




£ 



{ 0 , 1 } 



Exercice 02: On considere les deux applications de N dans N definies pour tout x G N, respectivement 
par: 

si x est pair 
si x est impair 

Determinons les applications u = g o / et v = f o g . 



f (x) = 2x, g (x) = 1 2 

X + 1 



u : N — ■> N 

x ^ u(x) = g o f (x) = g[f (x)] = g (2x) = \ = x. 

x si x est pair 
x + 1 si x est impair 

Exercice 03: / : E — ► F une application, A C E et B C E. 

(1) Montrons que: f (AU B) = f (A) U / ( B ) . 

a) /(dUB)c/(A)U / {B)7 

Soit y G / {A U B) =+ 3x G A U B tel que: / (x) = y 

=+ 3x G ^4 ou 3x G B tel que: f (x) = y 

=+ ( 3x G ^4 tel que: / (x) = y) ou (3x G B tel que: / (x) = y) 

=+ y G / (A) ou y G / (B) =► y G / (A) U / (5) . 

b) y G f (A) Uf (B)^ye f (A) ou y G / (5) 

=+ ( 3x G A tel que: / (x) = y) ou (3x G B tel que: / (x) = y) 

=+ 3x G A ou 3x G B tel que: / (x) = y 

=+ 3x G A U B tel que: / (x) = y =>- y G f (A U B) . 



et v : N — > N 

x u (x) = fog (x) = f[g (x)] = 
9° fix)- 



f (|) si x est pair 
/ (+^) si x est impair 
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(2) a) Montrons que: / (A fl B) C / (A) fl f (B) . 



Soit y £ / (A n B) => 3x 6 A fl B tel que: / (x) = y 

=> 3x £ j4et 3x £ B tel que: / (x) = y 

( 3x £ A tel que: / (x) = y) et (3x £ B tel que: / (x) = y) 

=>yef(A) et y £ / (5) ^ y £ f (A) n / (B) . 

b) Donner un exemple pour lequel / (A) fl / ( B ) C f {A n B) . 

1. On pose: A = {0, 1} et B = {0, —1} avec: / (x) = |x| . 

/ (A) = {0, 1} et / (B) = {0, 1} =s- / (A) n f (B) = {0, 1} 
et A 0 B = {0} =► f (A 0 B) = {0} 
conclusion: f (A) fl / (B) C / {A 0 B) . 

c) Montrer que si / est injective alors: f (An B) = f (A) n / ( B ). 

II suffit de montrer que: / (A) fl / ( B ) C / (AnB) 

y e f (A) n f (B) =¥■ y € f (A) et y £ / ( B ) 

( 3xi £ A tel que: / (xi) = y) et (3x2 £ B tel que: / (X 2 ) = y) 

et puisque / est injective alors: xi = X 2 = x 
3x £ A et 3x £ B tel que: / (x) = y 

=> 3x £ A 0 B tel que: / (x) = y => y £ / (A fl B) . 

Exercice 04: 

(1) Montrer que / de M dans ] — 1 , 1 [ definie par: 

X 

f (x) = j- — I — r est bijective et determiner sa reciproque. 

a) / est elle injective? 

Vxi,x 2 £ M, si / (xi) = / (x 2 ) =¥■ xi = x 2 ? 

Soient xi,x 2 £ M, si / (xi) = / (x 2 ) t 
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ne 



ne 



si X! > 0 et x 2 > 0 => xi = x 2 
rfir = ^ *1 > 0 et x 2 < 0 

convient pas que dans le cas ou x\,X 2 ont le rnerne signe 

Ar = rfe * *1 < o et x 2 > o 

convient pas que dans le cas ou xi,X 2 ont le rnerne signe 



=>■ X\ = 



■Tl _ X 2 
1 — XI 1 — X2 



si x\ < 0 et X 2 < Oxi = X 2 



injective. 

b) / est elle surjective? 

Montrons que: Vy G ] — 1 , 1 [ , 3x G M tel que: / (x) = y 

• Si y G ]— 1, 0[ => x < 0 => = y => x = j < 0 qui existe si: y G ] — 1, 0[ 

• Si y G [0, 1[ x > 0 =>■ = y => x = j ^ < 0 qui existe si: y G [0, 1 [ 

conclusion: / est une application bijective avec: 



£2 =>■ / est 



r 1 

y 



]— 1) i [ >• m 
( $f^siy€[0,l[ 
\ si y G ] — 1, 0[ 



(2) Soit g l’application de M dans l’intervalle [—1, 1] definie par: 



g (x) = sin (irx) 



a) Cette application est-elle injective? est-elle surjective? est-elle bijective? 

1) g n’est pas injective car: si x\ = 0 et X 2 = 2; x\ / X 2 rnais: g (xq) = g (X 2 ) = 0. 

2) —1 < sin(7rx) < 1 G est surjective 

3) g n’est pas bijective car elle n’est pas injective. 

b) Montrer que la restriction de g a ] | [ est une bijection de ] \ [ sur ] — 1, 1 [ . 

Soit h la restriction d eg a, ] ^ 1 1 > ] — 1 , 1 [ x G 

x t — > h (x) = sin ( 7 rx) 

1) h est surjective car: si x G ] y , 5 [ => - 1 < sin ( 7 rx) < 1. 

2) il reste a montrer que: h est injective? 

Soient xi, X 2 G ] y 1 , \ [, si h (xi) = h (X 2 ) => sin (irxi) — sin ( 77 x 2 ) = 0 



64 




! sin (vr^p)) cos (vr ^±^2) = 0 

(X1—X2) \ _ 



sin 7 t 



COS ^7T ^ Cl 2 J2 ^ = 0 X\ + X 2 = 
est bijective. 



0 =$■ X\ = X 2 

1 cas qui n’est pas possible. 



=> h est injective=^ h 



Exercice 05: Les applications suivantes sont elles injectives, surjectives, bijectives ? 



a) / 



b) g : Z -> N 



c) h : 



sin x 



x 



X 



X 



X 



a) - / n’est pas injective car: x\ = 27t,X2 = 47T, x\ / X 2 mais / (xi) = / (X 2 ) = 0. 

- Pour surjective: si on pose l’application h (x) = sinx — x => h! (x) = cosx — 1 =$■ h! 
(x) < 0 => h est decroissante 

=> le seul cas pour que h (x) = 0 quand x = 0 done pour y = 1, Vx £ M*,sinx ^ x => 
^ + 1 => / (x) + 1 

Alors / n’est pas surjective. 

b) g : Z -*• N 

X I 1 | X | [x] 

[x] designe la partie entiere qui est paer definition: maxy avec y £ Z et y < x. 

- y n’est pas injective car: xi = 1 ,X 2 = 2, xi / X 2 mais / (xi) = / (X 2 ) = 0. 

- Pour surjective: on a pour x £ Z + , y (x) = 0 et si x £ Z“, y (x) = — x — x = — 2x £ N est 
qui pair 

=J> Vy = 2k + 1 (impair), Vx £ Z, y (x) / y. Alors y n’est pas surjective. 

c) h : M+ — > M+ 

x 1—1 y^ 

Soient xi,X 2 £ R + ,/i(x 1 ) = h(x 2 ) => y/xj" = y^ xi = X 2 car h est strictement 
croissante=^ h est injective. 

Pour surjective: Vy £ M + ,3x £ M + tel que: y = \/x (il suffit de prendre x = y 2 )=^ h est 
surjective^ h est bijective. 
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Exercice 06: Soit / de [0, 1[ dans[l, +oo[ definie par: 



/ (*) = 



\/l — x 2 



(1) Montrer que / est une application et qu’elle est bijective. 



/ est une application Vx G [0, 1[ , By G [1, +oo[ tel que: f (x) = yl 

/'(*) = 

(x) = +oo 



— - — 3 > 0 car x G [0, 1[ =>• / est croissante en plus on a: / (0) = 1 et lim / 

( 1 - X 2 )2 a :— >1 



/ [ 0 , 1 [ = [ 1 , *Eoo [ d’ou / est une application. 

/ est injective car: Vxi, x 2 G [0, 1[ , / (xi) = / (x 2 ) 



V 1- ®! \/ 1_: 



= x\ = x| X\ = 



x 2 . 



/ est surjective car: Vy G [l,+oo[ , 3x G [0, 1[ tel que: / (x) = y ^ j2 = y 



x = 



y/y 2 -i 



G [0, l[car y > 1. 



( 2 ) Alors l’application reciproque est: 



r 1 



y 



[l,+oo[-> [0, 1[ 

r 1 to) = 

y 



Exercice 07: Soit h l’application de M dans M definie par: h (x) = 

(1) Verifier que pour tout reel a non nul on a: h (a) = h Q) . 

h (°) - h (s) = ra - = 0 => h (a) = h Q) . 

1. l’application h est-elle injective? Justifier. 

h n’est pas injective car pour: x\ = 2 et x 2 = \ on a: xi / x 2 rnais d’apres (1) h ( 2 ) = h 
(§)• 

( 2 ) Soit / la fonction definie sur l’intervalle I = [1, +oo[ par / (x) = h (x) . 
a) Montrons que / est injective: 
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Montrons que: Vxi,X 2 G M, si / (xi) = / (£ 2 ) => xi = X 2 ? 

En effet: si / (xi) = / (x 2 ) => =>• (aq - x 2 ) (1 - xix 2 ) = 0 =4> x\ = x 2 ou 

x'i = 77 — cas qui n’est pas possible 

pour: xi,x 2 G [1, +oo[ sauf si x\ = x 2 ^ f est injective. 

1. b) Verifier que: Vx G I, / (x) < 2. 

/ (x) - 2 = - < 0 => / (x) < 2 . 

1. c) Montrer que / est une bijection de I sur ]0, 2] et trouver / _1 (x) . 

On a: / est injective en plus: 

- / est surjective car: Vy G ]0, 2] , 3x G [l,+oo[ tel que: / (x) = y => = y => 

yx 2 — 4x + y = 0 

A = 16 — 4-y 2 > 0 car: y G ]0, 2] => xi = 2 + 2-^/4 — y 2 ou x 2 = 2 — 2-^/4 — y 2 une solution 
qui ne convient pas 

=> x = 2 + 2 v / 4 — y 2 qui existe Vy G ]0, 2] => / est bijective. 

( 2 ) Alors l’application reciproque est: 

r 1 : ] 0 , 2 ] — > [1, +oo[ 

y -*• / - 1 (y) = 2 + 2^4 -y 2 . 

Exercice 08 : Soit / : M — > M definie par: / (x) = j , 2 ^ 1 _ 1 . 

(1) Calculer / (2) et / . / est-elle injective? 

/ ( 2 ) = / (|) = | =>• / n’est pas injective car: x\ / X 2 rnais / ( 2 ) = / (|) . 

(2) Resoudre dans M : / (x) = 2. / est-elle surjective? 

/ (x) = 2 = 2 2 x 2 — x + 2 = 0 =^A = — 15<0=^ l’ensemble des solutions est 

vide ( 0 ). 

Done pour y = 2, Vx G M; / (x) / 2 / n’est surjective 
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(3) Determiner / (M) .(Indication: utiliser (x + l ) 2 > 0 et ( x — l ) 2 > 0). 

on a: (x + l ) 2 > 0 et (x — l ) 2 > 0 =t- x 2 + 1 > — 2x et x 2 + 1 > 2x =t- — \ < x / +l < 5 =>■ / 

(®)= [-§,§]■ 

Exercice 09: Soient E, F, G trois ensembles et f : E F, g : F G deux applications. 

(1) Montrer que: go f est injective =t- / est injective. 

Supposons par l’absurde que / n’est pas injective=t- 3 xi, X2 G E avec x\ / X2 et / (xi) = / 

(*2) =>g\f (®i)] = g\f (®2)] 

car g est une application alors <70/ (xi) = g o f (X2) => g o f n’est pas injective, 
(contradiction) =t- / est injective. 

(2) Montrer que: g o f est surjective => g est surjective. 

gof est surjective^- \/z G G, Bx G E tel que: gof ( x ) = z =$■ g [f (x)] = z =$■ By = f (x) G F 
car / est une application et g (y) = z 
alors g est surjective. 

(3 ) / et g sont bijectives => g o / est bijective et (g o /) _1 = / ~ 1 o g -1 . 

Si / et g sont bijectives. Montrons alors que: < 70 / est injective ensuite qu’elle est surjective? 
Pour injective: 

Soient x\,X2 G E avec x\ 7 ^ X2 => / (xi) / / (X2) car / est injective^ 5 [/ (xi)] / 
9 [f (x 2 )]car g est injective^- gof est injective . 

Pour surjective: 

Vz G G, By G F tel que: g (y) = z car g est surjective^- 3 x G E tel que: g [f (x)] = z car / 
est surjective^ g o f (x) = z => g o f est surjective. 

En plus si ona: ho k = Id => k = hr 1 , ce qui fait pour notre exercice: {gof) 1 = 
(/ _1 0 9~ l ) 0 {9 ° /) = r l o Id o f = Id {g o /) _1 = f o g~ l . 

Exercice 10: Soient E, F, G trois ensembles, on considere f et g deux applications quelconques de E 
dans F et h une application injective de F dans G. montrer que: 

ho f = hog =>- / = g . 
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Par l’absurde: supposons que: //g=^3x£Pet/ (x) / g (. x ) =>■ 3x £ E tq: h 
[ f (x)] 7 - h \g (x)] car h est injective 

3x 6 E tq: h o f (x) / h o g (x) => h o / / h o g 



Exercice 11 : Soient A et B £ P ( E ) et / : P (E) — > P (A) x P (P) definie par: 

/ (X) = (X n A, X n P) . 

(1) Montrer que / est injective si et seulement si U P = E . 

"=>• ”hyp: / est injective 
Pb: iUP = E 

"C ” evident car A et P £ P (P) . 

"D ’’Par l’absurde supposons que P n’est pas inclu dans A U P alors: 3xG£etx^dUP 
3x £ P et x ^ £l et x ^ P =>■ {x}f|j4 = {x}nP = 0 => / ({i}) = ({x}ni, {x}nP) = 
( 0 , 0 ) = / ( 0 ) avec 0 / {x} 

/ n’est pas injective (contradiction), ce qui implique que: A U P = P. 

” 4= ”hyp: ,4 UP = P 
Pb: / est injective 

Soient X U X 2 £ P (P) avec / (X x ) = / (X 2 ) 

=► (Xi n A, Xi n P) = (x 2 n A, x 2 n p) =► Xj. n A = x 2 n A et n p = x 2 n p 
=> (Xi nd)u (Xi n P) = (x 2 n A) u (x 2 n p) => Xi n(AuP) = i 2 n(duP) (la distrib- 

utivite) 

=> X\ n (P) = X 2 n (P) =^> Xi = X 2 =$■ f est injective. 

(2) Montrer que / est surjective si et seulement si A n P = 0. 

"=> ”hyp: / est surjective 
Pb: AnB = Q) 

"D ” evident car l’ensemble vide est inclu dans chaque ensemble. 
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"C ’’Par l’absurde supposons que AnB n’est pas inclu dans 0 alors: 3x G AnB {re} n ^4 = 
{x} = {x} fl B 

Mais ({x} , 0) G P (A) x P (B) alors VY G P (E) on a: / (Y) = (Y fl A, Y n B) + ({x} , 0) 
car xgB 

=>• / n’est pas surjective. 

” <= ”hyp: AnB = (/} 

Pb: / est surjective 

Supposons que / n’est pas surjective^- 3 (Pi, Yi) £ P (A) x P (B) et (Yi, Y 2 ) / / (X ) , \/X G 
P(E) 

=¥■ (Pi, y 2 ) + (x n A, lnB),VlGP (£) , en particulier si X = Pi U Y 2 

=► (Pi, Y 2 ) + ((Pi u Y 2 ) n A, (Pi U Y 2 ) n 5),maisYi G P {A) , Y 2 G P (B) et A n B = 0 

=> (Pi, P 2 ) / (Yi n A, Y 2 n B) = (Pi, P 2 ) ^-contradiction^- / est surjective. 

(3) Donner une condition necessaire et suffisante pour que / soit bijective. Determiner / -1 . 

une condition necessaire et suffisante pour que / soit bijective est: AuB = E et AnB = 
0 => A = C|. 

On a: / (X) = (X n A, X n B) = (Y l ,Y 2 ) G P (A) x P ( B ) 

^Ind = PietYnB = Y 2 et puisque An B = E ^ f~ l (Y 1; Y 2 ) = X = Pi U Y 2 . 
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Chapitre 4 



Suites numeriques. 



4.1 DEFINITIONS 

On appelle suite d’elements de E une application d’un sous ensemble A = {no, no + 1 
de N vers E. On la note: 



u : A — * E 

n i—i u (n) = u n 

u n est appele terme general de la suite u. que l’on note aussi (u n ) n>nQ . 
Considerons les deux suites {u n ) n> 0 , (v n ) n> 1 , definies par: 

5 , 

u n — 2 -(- ■ — , v n — v n + 1 . 

n + 1 



On deux types de suites: 

1. Une suite definie par un terme general qui est defini par un indice n. 

Exemple 12 

1 

u n = o , t , v n = sin n. 
n z + 1 

2. Une suite recurrente: 

C’est une suite qui est definie par une relation entre ces terrnes d’ordre n, n — 1, n + 1 
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Exemple 13 



Remarque 14 




(«n) nePJ = {v n ) n ^ U n = V n Vn 6 N 



4.2 QUELQUES CARACTERES DES SUITES 

4.2.1 Suites monotones 

Pour etudier la monotonie d’une suite on calcul la valeur suivante: 



u n+ 1 — u n pour tout n G N. 

Done on a les cas suivants: 



1) 


si u n+ 1 


- u n 


> 


o, 


V n 


2) 


si ■u n+ i 


- U n 


> 


o, 


V n 


3) 


si Un + 1 


- U n 


< 


o, 


V n 


4) 


si Un + 1 


- U n 


< 


o, 


V n 


5) 


si Un + 1 


- U n 


= 


o, 


V n 



G N alors la suite est dite 
G N alors la suite est dite 
G N alors la suite est dite 
G N alors la suite est dite 
G N alors la suite est dite 



croissante. 

strictement croissante. 
decroissante. 
strictement decroissante. 
constante. 



D’une autre maniere on peut calculer la valeur: 



Un+1 = l pour tout rGN, 
U n 
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Alors on a: 



1) si Z > 1, V n G N alors la suite est dite croissante. 

2) si l > 1, V n G N alors la suite est dite strictement croissante. 

3) si l < 1 , V n G N alors la suite est dite decroissante. 

4) si l < 1 , V n G N alors la suite est dite strictement decroissante. 

5) si l = 1, V n G N alors la suite est dite constante. 



Exemple 15 



Alors on a: 




_ n i _ {un-iy 

^n+l Un — ^ U n — 

n i n i 



done la suite est decroissante. 



4.2.2 Suites bornees 

- Une suite ( u n ) est majoree s’il existe M G M tel que u n < M, V n G N. 

- Une suite (u n ) est minoree s’il existe m G M tel que m < u n , V n G N. 

- Une suite ( u n ) est bornee si elle est majoree et minoree a la fois. 

Exemple 16 




Montrons par recurrence que: 

u n > 1, V n G N 

En effet: pour n = 0, on a:uo = 2 > 1. 

Supposons que: u n > 1 pour un n fixe et montrons que:u n+ \ > 1. 
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on a: 



1 

u n+ 1 = 2 >2-1 = 1 

Un 



Conclusion 1 7 



u n > 1, Vn6N c’est a dire (u n ) est minoree par 1. 

4.3 NATURE D’UNE SUITE 

4.3.1 Suites convergentes 

Definition 18 Une suite ( u n ) est dite convergente si sa limite l existe et elle est egale a une 
constante unique. 

Exemple 19 

u n = — =^> lim u n = 0. 

n n— >+oo 

4.3.2 Suites divergentes 

Definition 20 Une suite (u n ) est dite divergente si sa limite l est egale a I’infinie ou bien 
deux limites ou plus. 



Exemple 21 




1) u n = 


n =$■ lim u n = +oo. 


n^+oo 


II 

e 


(-If 




1 si n = 2k 


= 


\ ke N 




— 1 si n = 2k + 1 




la limite n existe pas car on a le cas d’indice pair et Vindice impair. 



4.4 THEOREME FONDAMENTAUX 

Proposition 22 1) Une suite croissante majoree est une suite convergente. 
2) Une suite decroissante minoree est une suite convergente. 
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Exemple 23 



u 0 = 2 



Proposition 24 ( u n ) est decroissante minoree par 1 oti bien 0, ators elle est convergente. 

Remarque 25 Si on a une suite decroissante minoree par une constante a, ou bien croissante 
majoree par a , alors la limite nest pas necessairement a. 



Exemple 26 




( u n ) est decroissante minoree para = 0, done pour determiner la limite passant a la formule 
de recurrence: 



1 , / 1 

u n = 2 lim u n = lim I 2 

u n - 1 n— >+oo n— >+oo y U n — 1 

1 = 2 — - l 2 — 2 / + 1 = 0 



=>■ (l — 1 ) = 0 =>• l = 1 a. 



4.5 PROPRIETE FONDAMENTALES 

1) Si ( u n ) est convergente =4- elle est bornee. 

2 ) 

Si lim u n = l alors lim \u n \ = \l 

n— >+oo n— >+oo 

3) 

lim u n = 0 lim \u n \ = 0. 

n— >+ oo n— >+oo 
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4.6 THEOREME D’ENCADREMENT (REGLE DES DEUX 
GENDARMES) 

Soient (u n ) et (v n ) deux suites convergentes vers la rnerne limite et (w n ) une suite telle que: 

u n <w n < v n ou bien u n < w n < v n 

Alors la suite (w n ) est convergente sa limite est egale a l. 

Exemple 27 Dans un cercle unite on a: 



x cos x < 
=> 



sin x < x ■ 1 
sinx 

cosx < < 1 

x 

SIR X 

lim cos x < lim 

x^>0 x— >0 X 

1 < lim < 1 

x^O X 

.. sinx 
lim = 1. 

x^O X 



< 1 



4.7 SOUS-SUITES 



On appelle une sous-suite (suite extraite ou bien suite partielle) d’une suite (u n ) n£ ^, la 
suite (v/c) definie par: 

Vk = U( s (k)),Vk € N 



avec: 



s : N-^N 

k i ^ s(k) 



est une application d’indice strictement croissante. 



Exemple 28 La suite (n 2 fc) fceN , (resp («2fc+i)fc e jij) est une sous suite de ( u n ) ne N . 
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4.8 



Suites adjacentes: 



(Ur i) ne N et ( V n ) ne N sont dites deux suites adjacentes si et seulement si: 



4.9 Exercices: 



l) (; u, , 



n Jne N 



2) (V r 



nJneN 



est une suite croissante, 
est une suite decroissante, 



3) lilTlfj^-i-oo (Vn Un) — 0, 
4) U n < V n , Vn € N. 



Exercice 01: Calculer U\, U 2 et C/3 dans les cas suivants: 

1iC/ — 1 qjn 77 E 2i U — 5x7x9x '" x ( 5 + 2 '0 o\tt — l V” k 2 

L ) u n — n+ 1 Smn 2 — 4 x 7 x 10 x • • • x (4+3n) 6 > Un ~ i? 2^k=l K ■ 

Exercice 02: Calculer les limites suivantes: 

1) lim (y2 + 2^3 + ••• + nfa+ii ) ’ 2 ) lim o n / + >', , 3) lim \/n 2 + 9 

n ->+00 V 12 2 i n\n+l )) 7 n ^+t» n 2 vn 2 +l ' n ^+oo 

4) lim n f ~ n i , 5) lim § sin nf,6) lim n + v^l — n 3 , 7) lim - n “ n_ 

n — >+oo n z —n'G ti — >-)-oo z z n — >+oo n — >+oo 



n 



Exercice 03: 
Exercice 04: 

b) 

Exercice 05: 



8) lim 2 ti 3 , a £ R, 9) lim \/ 3 — sin 2 n, 10) lim w3 /t 2 . 

(U n ) est definie par: U n = In (1 + C/ n _i) avec Uq ) 0 .Chercher la limite de 

a) Soit (U n ) une suite croissante, montrer que la suite (V n ) = u i+ u ?+----+ u ™ 

Si (U n ) est une suite convergente peut-on en deduire que (V n ) Test aussi. 

Posons C7i = U 2 = et Vn > 3, U n = 1,3 ~ 5 ^ 

Montrer l’inegalite < * . En deduire la limite de la suite (U n ) . 



Exercice 06 : Soient (U n ) n > 2 et (V n ) n > i deux suites telles que: 



TT _ n + 7 ^ ^ _n + 2 

Un — et Vn — 



n — 1 



n 



(1) Montrer que (V n ) n > ± est une sous-suite de (U n ) n > 2 • 



— \Jn 2 + 4 

cos 3 n 



u n . 

est croissante. 
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(2) Soit (b n ) n g N 
soit extraite. 



une suite definie par b n 



2-5" 

3.5"+l 



trouver une suite ( a n ) n g N telle que b n en 



Exercice 07 : Soit q un nornbre reel tel que |g| ( 1.1) Montrer que: lim q n = 0. 

n — >+oo 

2) Soit S n = q + q 2 + q 3 + ... + q n \ calculer (1 — q) S n puis lim S n . 

n — >-|-oo 

Exercice 08 : On considere la suite definie par: 



U n -\- i 



U 0 = 2 

\U n + n G N 



(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Exercice 09 : 



Montrer que U n ) \J 7 l pour tout n > 0 et que (U n ) est strictement decroissante. 
Calculer lim U n ■ 

n -»+oo 

On pose V n = U n — \]~2. Montrer que: V n+ \ = en deduire que: V n+ \ 

Vn G N. 

Montrer que: 0 < V n < 22 n-i V?r € N. 

Soit aGlet (U n ) n g N une suite definie par: 



< 




U 0 = a 

U n+ i = nG N. 



U n + 5 



(1) Pour quelles valeurs dea la suite (U n ) n g N est-elle constante ? 

(2) Montrer que s’il existe no G N* tel que U no = —2, alors U no -i = —2 . 

(3) En deduire que si Uq ^ —2 , alors Vn G N, [/„ / —2. 

(4) On suppose que Uq / — 2 et on pose : Vn G N, V n = ^ r n ~ \ . 

a) Verifier que {V n ) n g N est une suite geometrique. 

En deduire l’expression de U n en fonction de n et de Vo- 
Etudier alors la convergence de la suite (U n ) n g N . 
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Exercice 10: On considere la suite definie par: 



I U 0 = l 

\ U n +i = \U n + 2 U^ n G N 

(1) Montrer que U n ) 0 pour tout n > 0. 

(2) On suppose que la suite U n est convergente, quelle est la valeur l de sa limite ? 

(3) Montrer que U n — l )0 pour tout n > l.( Remplacer l par sa valeur). 

(4) En deduire que (U n ) est decroissante. 

(5) Conclure. 

Exercice 11 : Posons: 

V?r > 1 X n = 1 + — + — + ...H t et Y n = X n 4 

1! 21 n\ n\ 

Montrer que les suites {X n ) n g N et (Y n ) n g N sont adjacentes et que leur limite commune 
est un nornbre irrationnel. 

Exercice 12 : Etant donne les nombres a et b verifiant 0 {a ( b, on considere les deux suites: 

U n =VU^T - T avec Uo = a et F„ = 6 

Montrer que ces deux suites convergent et admettent merne limite. 

4.10 Solutions des exercices: 

Exercice 01: Calculer U\, U 2 et C/3 dans les cas suivants: 

Y)U n = XX sinn f Ui = \,U 2 = 0 et C7 3 = 

O ', tt _ 5x7x9x---x(5+2 n) ,, 5x7 TJ _ 5x7x9 + tt _ 5x7x9x11 

z > Un ~ 4x7xl0x •••x (4+3n) ^ U1 ~ 4x7’ U2 ~ 4x7x10 431 U3 ~ 4x7x10x13 
n 

3 )Un = ^ £ k 2 => C/i = 1, U 2 = I et U 3 = 

k= 1 
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Exercice 02: Calculer les limites suivantes: 



n ^(o + 0 + -" + E^+T))' 



1 _ 1 



- n — nTT =+ \T2 + O + - + 



Oil a: — > tt = nr =?• mu 

n.(n+l) n n+1 „ _* +00 



= lim 

n — >+oo 



1 -i + i- s + - + ^- 4r) = _ lim J 1 - 4r) = 1 



n — >+oo 



2) lim -$£- = lim +±i = l 

n — >-(-oo nVnH 1 n ->+oo n 3 Jl+ \ 

3) lim \Jn 2 + 9 — \Ai 2 + 4 = lim +2 + )!~4 4f f \+ 2 + 9 + V n 2 + 4^ 

n — >+oo n — >4-oc v»i 2 +9+\/?i 2 +4 \ / 

= lim ;' t !+?~ n , 3 T, 1 , = lim P^= = 0 



-7+00 Vn 2 +9+-s/n 2 +4 n _ > +00 Vn 2 +9+Vn 2 +4 

l l 



4) lim 4-4 = lim ^ 

n — >+oo nS -n! " ‘ 1 ” 



2 



- 1 _ 1 
71 ^+00 n3 1 — 71 ^ 5 



£ T 1 _ 1 

= lim — r = lim 77,2 5 = +00 

71 —>+00 ti — ^+oo 



71.(71+1) 



5) lim 5 sin n? n’existe pas car pour les deux sous suites: 

n ^+00 z z 

Xk = 4:k — > +00 quand k — > +oo et Y& = 4A: + 1 — > +oo quand k — ► +oo 

rnais: lim + sin Xk (?) = 0 lim sin Y7 (?) = +oo par contre si la limite existe 

n — >+oo z n — >+oo z vz/ 



71 — >+00 

elle est unique 



n 3 +l— n 3 



= lim 



6) lim n + \/l — n 3 on a: a 3 + 6 3 = (a + 6) (a 2 — ab + b 2 ) =^> (a + b) = (+4>+b 2 ) 
alors: lim n+\?l — n 3 = lim n 3 +i-n 3 _ u™ l 



71 — >+00 



lilll ^ XX XXX / -| 

n — >+oo n 2 -n(l-n 3 )3+(l-n 3 )3 n ^+oo n 2 | x _ ^ 3 + 1 



sin 2 ra —cos 3 n lim s ' n2 n cos 3 n g 

n ~ n V-oc n 71 



7) lim 

71 — >+00 

( on utilise: lim U n ■ V n = 0 si lim U n = 0 et V n est bornee) 

71 — >+00 71 — >+00 

S 

n’existe pas si a = — 3 
1 si a = 3 
0 si |a| > 3 
oosi |a| < 3 

9) lim \J 3 - sin 2 n = lim e - ln ( 3 " sin2n ) = 1 



8) lim lim G£)[P + 1] = 

71 — >+00 a 71 — >+00 Va 7 Lc * J ■ 



, a G 



71 — >+00 



71 — >+00 



( on utilise: lim U n ■ V n = 0 si lim U n = 0 et E n est bornee) 

71 — >+00 71 — >+00 

10) lim +±+. = lim = lim e 31n W- nln3 = lim e 4 3l ^“ ln3 

71 — >+00 ^ 71 — >+00 ^ 71 — >+00 71 — >+00 



= 0. 



Exercice 03: (t/ n ) est definie par: U n = In (1 + 17 n _i) avec Uq ) 0 . 
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Chercher la limite de U n . 

on pose: / (a;) = In (1 + x) — x => / ' (x) = — < 0 => Vn 6 N*, f/ n < U n ~ \ U n est 

decroissante 

puisque elle est minoree par 0=^ (U n ) est convergente=^- lim U n = lim In (1 + [7 n _i) 

n — >+oo n — >+oo 

=£- l = In (1 + l) => l = 0. 

Exercice 04: a) Soit ( U n ) une suite croissante, montrer que la suite (V^) = b i+ u 2 +----+u n est croissante. 

T/ T r ( Ul~\~U2~\~ ^ ( Ul-\-U2~\------\-Un \ n(U\-\~U2 + ••••-\-Un+l) — (n+l)(^/l +^2 + ----+^7 n ) 

n+1 n ^ n+1 J V n ) n(n+ 1) 

= " Un+1 — > 0 car: U n +i > U k, \/k £ {1, ...,n} V n est croissante. 

b) Si ( U n ) est une suite convergente peut-on en deduire que ( V n ) Test aussi. 

Si (U n ) est une suite convergente^- ( U n ) est rnajoee par M car elle est croissante 
^ __ U 1 +U 2 + — ~\~Un M+M+ — +M 

conclusion: V n est croissante majoree par M =^- ( V n ) converge. 

Exercice 05: Posons U\ = U 2 = jjfy et Vn > 3, U n = 1 ' 3,5 ^ n , ^, n ^ 

Montrons l’inegalite 

Un+i 1 (2n+l) 1^ (2n+l)— 2(n+l) 1 ^ r» Un+i >• 1 

Un 2 4(n+l) 2 4(n+l) 4(n+l) Un 2’ 

En deduire la limite de la suite ( U n ) • 

l jjV L < \ < 1 => (U n ) est decroissante et puisque (U n ) est minoree par 0 

(U n ) converge. Par suite on pose: lim U n = a =V lim ^ffzr < linr b ^ < b 

n — >-|-oo n —>+oo un n — >+oo z a z 

sia/ 0 ^-l <2 contradiction^- a = 0 car:ct > 0. 



Exercice 06 : Soient (U n ) n > 2 et (V n ) n > l deux suites telles que: 



(1) Montrer que (V n ) n > 

Si Vn = U v(n) => ^±2 

4 n + 1 



n+7 n+2 

= et Vn = 



n — 1 



n 



x est une sous-suite de (U n ) n > 2 • 

= Spi =► ( n + 2 ) (V (n) -1) = n(ip(n) + 7) =¥■ tp (n) 



8n+2 

2 _ 



qui est une sous suite croissante en fonction de (V n ) n > 1 est une sous-suite de (U n ) n > 2 



81 




(2) Soit ( b n ) g m une suite definie par b n = 



2-5" 

3.5"+l 



trouver une suite ( a n ) g N telle que b n en 



soit extraite. 



— 3 2 n+i ,n e 



Exercice 07 : Soit q un nombre reel tel que |g| ( 1.1) Montrons que: lim q n = 0. 

n — >-|-oo 



Si q = 0 => lim q n = 0. 

n — >+oo 

Si q ^ 0 

Montrons que: Ve > 0, 3r/ £ G N tel que: Vn > r] £ \q n \ < £ 

\q n | < e => |g|™ < e nln(|g|) < lne n > ln ^j^ car: ln(|g|) < 0 
Alors il suffit de poser: rj £ = max ("o, 



lne 
ln(kl) 

2) Soit S n = q + q 2 + q 3 + ... + q n ; calculer (1 — q) S n 



puis 



lim S n 

n — >+oo 



(1 - q) S n = (1 - q) (q + q 2 + q 3 + ••• + q n ) = q - q n+1 = q (1 - q n ) 



=> lim S n = lim 

n — >+oo n — >-|-oo 



n lz£ - 
« 1— g 1-g' 



Exercice 08 : On considere la suite definie par: 



Uq = 2 

U n + 1 = n G N 



(1) Montrons que U n ) \[2 pour tout n > 0 (7? n ) ne N 

Par recurrence: Uq = 2) \/2 i?o est vraie 

Supposons que: ( R n ) est vraie pour un n G N et montrons que: (i? n+ i) est vraie g-a-d: 

U n +1 ) \/ 2 ? 

En effet: t/ n+ i - y/2 = \U n + = ^" + 2 ^ n = >0. 

Montrons que: (t/ n ) est une suite decroissante. 

C4+i- U n = \U n + U n = U n = < 0 car: U n ) \[2 

=> (t/ n ) est une suite decroissante. 

(2) Calculons: lim [7 n . 

n — >-|-oo 
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(U n ) est une suite decroissante minoree par: y/2, done e’est une suite convergente. 
On a: U n+1 = \U n + =^> lim U n+ 1 = lim (\U n + tj-) j3 = \ =4> /3 = 

z Un n — >-(-oo n — >-(-00 \ z Un J A P 

car: U n } \/2 

(3) On pose V n = U n — \f2. Montrer que: V^+i = et en deduire que: V n +i < 

Vn £ N. 

K,+i = u n+ 1 -s/2=\U n + ±-s/2 = {U '^ r = et puisque: (7„ ) \/2 
=> VWl = ^ =*• K,+l< a ¥ ! Vn € N. 



(4) Montrons que: 0 < < 92 «_i Vn £ N. 



Puisque: U n ) \/2 =>• E n > 0 et parsuite: V n+ \< Vn £ N. 



K < 



(^n-l) 2 



< 



(y»- 2 ) 



2\2 



= (V^-a) 4 

2 2 2 -i 



< • ■ • < 



2 

(Vn-») 2 ' 



2 2 "- 



< 22 ^tt car: E 0 < 1- 



Exercice 09 : Soit a £ M et ( U n ) g N une suite definie par: 



t^n+l 



Uq = a 

4Un + 2 
f/n + 5 5 



n £ N. 



(1) Pour quelles valeurs dea la suite (U n ) n g N est-elle constante ? 

(U n ) est une suite constante<tt> Vn £ N, U n+ \ = 4 ^ n + + 5 2 = U n 

=$■ 4XJ n +2 = U n (U n + 5) =$■ U% + U n — 2 = 0 => U n = — 2 ou U n = 1 => a = 1 ou a = — 2 

(2) Montrer que s’il existe no £ N* tel que U no = —2, alors U no -\ = —2 . 

s’il existe no £ N* tel que U no = — 2 4 ^ n °~ i 1 ^~ 5 2 = — 2 =^- 17 no _i = —2. 

(3) En deduire que si Uq / — 2 , alors Vn £ N, U n ^ —2. 

Par l’absurde supposons qu’il existe n £ N,tel que U n = —2 
U n -i = — 2 =^> • • • Uq = — 2 (d’apres (2)) 
done contrdiction car: 17o / — 2 => Vn £ N, U n ^ —2. 

(4) On suppose que C/q / — 2 et on pose : Vn £ N, V n = ~ \ . 
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Remarque: V n est bien definie car (3)=£- V?r 6 N, [/„ / —2. 



a) Verifier que ( V n ) n g N est une suite geometrique. 



J n -\- 1 



V n +l U n+ i +2 1 

2 



V n 



> (V n ) n g N est une suite geometrique de raison 

t^n “I - 2 

En deduire l’expression de U n en fonction de n et de Vq. 



V n — on Vq et V n — 



Un - 1 



=> Un = 



_ 2V n +l _ 2 wV + 1 _ 2Vo+2” 



c) Etudier alors la convergence de la suite (U n ) n g N . 

Si f/o = fl = l=^Vn£N, b n = 0=i Vn 6 N, U n = 1 
Si [/o = a/ l=tVneN, lim U n = 1 . 

n — >+oo 



Exercice 10 (supp): On considere la suite definie par: 



U 0 = 1 

U n + 1 = \U n + 2 n € N 



(1) Montrer que U n ) 0 pour tout n > 0. 

Montrons par recurrence que: Vn £ N : U n > 0 (A n ) 

Pour n = 0 on a: Uq = 1 > 0 => (Mo) est vraie. Supposons que (An) est vraie pour un 
n G N . 

et montrons que(M n +i) est vraie q-a-d:U n +i > 0? 
en effet: :U n+ i = \U n + ^ > 0 
D’ou U n > 0 .Vn £ N. 

(2) On suppose que la suite U n est convergente, quelle est la valeur l de sa lirnite ? 

Si U n est convergente=^ lim U n + i = lim (\U n + tjtt I =>l = \l + ^i=>l = \/3 

n — >+oo n — >+oo V z ZUn ) 1 

car l = — \/3 ne convient pas. 

(3) Montrer que U n — l )0 pour tout n > l.( Remplacer l par sa valeur). 

Montrer que U n — \/3) 0 pour tout n > 1.... (B n ) 

Montrons par recurrence que: Vn £ N* : U n — \/3 > 0 (B n ) 
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Pour n = 1 on a: U\ = 2 > \/3 => (Z?i) est vraie. Supposons que (. B n ) est vraie pour un 
n G N. 

et montrons que(i? n +i) est vraie q-a,-d:U n +i — \/3 > 0? 
en effet: :t/ n+ i = \U n + ^ ~ V 3 = > 0 

D’ou U n > a/3 .Vn G N. 

(4) En deduire que (C/ n ) est decroissante. 

l/„+i - i < 0 car: > v^-Vn 6N4 (U n ) est 

decroissante. 

(5) Conclure. 

Puisque (U n ) est une suite decroissante minoree par: y/3, done e’est une suite convergente 
et lim U n = \/3 . 

n — >+oo 

Exercice 11 : Posons: 

Vn > 1 X n = 1 + — + 777 + ••• H 7 et Y n = X n 4 

1 ! 21 n\ n\ 

Montrer que les suites (. X n ) n g N et (Y n ) n g N sont adjacentes et que leur limite commune 
est un nornbre irrationnel. 

(1) Montrons que les suites (X n ) n g N et {Y n ) n g N sont adjacentes? 

(a) On a: Y n - X n = 4 =4 Y n > X n ,\/n G N, et lim (Y n - X n ) = 0 

'*■ n —>+00 

(b) X n+l - X n = (ngl) , >04l„, est croissante. 

(c) Y n+ 1 - Y n = + („+!)] = („+i)! nT = 

=4 Y n+1 — Y n < 0 => Y n est decroissante. 

Conclusion: (X n ) n g N et ( Y n ) n g N sont deux suites adjacentes avec: 
lim Y n = lim X n = a et X n < a < Y n ,\hi G N. 

n — >+oo n — >+oo 



0 si n = 1 
(n+iy. < 0 Si n > 2 
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(2) Supposons par l’absurde que a £ Q 4 3a, b G N et b / 0 avec a = | =G- X n < f < 
y n ,Vn € N. 

^ X b < l <Y h (n = &)=► 6!A' fe < 6!f < &!E 6 => M < (6 - l)!o < M + 1 avec M = b\X h G N 
Done contradiction car on a un entier naturel compris entre deux entiers consecutifs=^ a ^ 



Exercice 12 : Etant donne les nombres a et b verifiant 0 (a ( 6, on considere les deux suites: 



Un = y/Un-iVn-1 et Vn = ^'~ 1 ^ ^ 



avec U() = a et Vq = b 



Montrer que ces deux suites convergent et admettent la nieme lirnite. 

(1) Montrons que: U n > 0 et V n > 0, Vn G N. • • • (3? n ) 

Par recurrence: Uq = a > 0 et Vo = b > 0 => 5Ro est vraie. Supposons que (3? n ) est 
vraie pour un n G N. 

et montrons que (3? n+ i) est vraie g-a-d: U n +i > 0 et V n+ \ > 0? 

U n+ 1 = \!U n V n > 0 et V n+ i = Un + Vn > 0 U n > 0 et V n > 0, Vn G N. 

(2) Montrons que: V n > U n , Vn G N 

On a: V n - U n = - sJU n -iV n - 1 = 

(3) Etudions la monotonie de chaque suite: 

On a: V n >U n ^U n -V n > U% => \jU n ■ V n > U n => U n+ \ > U n , Vn G N => U n est une suite 
croissante. 

Par suite: V n > U n =$■ 2 V n > V n +U n =>■ V n > V n+ \ , Vn G N =>• V n est une suite decroissante. 

(4) On a: U n est une suite croissante et majoree par b alors elle converge, et V n est une suite 
decroissante 



(y/UrX i-s/V n -i) 



0 V/'n CL 



et minoree par a alors elle converge. 

(5) Si on pose: lim U n = a et lim V n = (3 =>■ lim U n = lim y/U n - \V n -\ et 

n — >+oo n — >+oo n — >+oo n — >+oo 

lim V n = lim 

n — >--)-oo n — >+oo z 

=$■ a = \Z~aj3 et (3 = =>■ a = (3 done les deux suites sont adjacentes. 
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Partie IV 

Fonctions numeriques 
d’une variable reelle. 
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4.10.1 1.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES 

1) On appelle fonction numerique reelle, sur un ensemble E, toute application de E dans 
M. Et on note l’ensemble de ces fonctions par: F (E. M) . 

2) Deux fonctions / et g de E dans M sont egales si / (x) = g (x) pour tout x element de 
E. 

3) Pour chaques deux fonctions de F (E, M) et a G M on a: 

{f + g)(x) = f (x) + g{x) et (af)(x) = af (x) . 

4) Une fonction / est dite majoree dans E s’il existe une constante M 6 M qui verifie: 

\/x G E, f (x) < M. 

5) Une fonction / est dite minoree dans E s’il existe une constante m£l qui verifie: 

Vr£i?,m< / (x) . 

6) Une fonction / est dite bornee dans E si elle est majoree et minoree a la fois. 

7) Une fonction / est dite croissante dans E si et seulement si: 

Vxi, x 2 € E;x i <x 2 ^f (xi) < / (x 2 ) 

et elle est strictement croissante si an lieu de < on a < . 

8) Une fonction / est dite decroissante dans E si et seulement si: 

Vxi,x 2 G E-xi < x 2 => f (xi) > / (x 2 ) 

et elle est strictement decroissante si au lieu de > on a > . 

9) Une fonction monotone (resp. strictement monotone) est une fonction qui est ou 
bien croissante ou bien decroissante (resp. strictement croissante ou bien strictement decrois- 
sante) . 
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10) Une fonction / est dite constante dans E si et seulement si: 

Vx i,x 2 G E-xi / x 2 => f (xi) = / (x 2 ) 

11) Une fonction / est dite periodique dans E de periode T si et seulement si: 

3T> 0; Vx € E; f (x + T) = / (x) 

Exemple 29 / (x) = cosx est une fonction periodique de periode 2i r. 

4.10.2 1.2 LIMITE ET CONTINUETE 

Theorem 30 La limite d ’ une fonction f en un point xo si elle existe alors elle est unique et 
elle est egale a la limite a droite et la limite a gauche. Et on ecrit: 

lim / (x) = lim / (x) = lim / (x) = l. 

X — >Xo x >x + x >x ~ 

1.2.1 CONTINUETE 

Soit / une fonction definie en un point xo de E. On dit que / est continue en xo si et seulement 
si / est continue a droite et a gauche de xo c’est a dire: 

lim / (x) = lim / (x) = lim / (x) = / (xo) 

X — >X0 x >a ,+ x >x ~ 

Exemple 31 



/ : M — > M 

x -»• / (x) = 



sa® si x ± 0 
1 si x = 0 



alors puisque : 

sin X 

lim = 1 = f (0) alors f est continue en 0. 

z->o x \ > J 



et elle est continue dans M, car le seid probleme est le point 0. 
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1.2.2 PROPRIETES SUR LES FONCTIONS CONTINUES 



Toute fonction continue sur un intervalle ferrne borne [a, 6] : 

1) est bornee dans [a,b\ . 

2) atteint son minimum m = inf / (x)et son maximum M = max f (x) pour x £ [a, b\. 

3) atteint au rnoins une fois toute valeur strictement comprise entre m et M. 

1.2.3 Lien entre les fonctions discontinues et les suites 

Soient / une fonction definie sur une partie E de R et a un point de E. 

Alors on a le result at suivant: 

si / est continue ena4 \/x n une suite avec x n — > a qd n — ► +oo on a / (x n ) —> f (a) 

Le contraire s’il existe x n — > a qd n — > +oo on a / ( x n ) f (a) alors la fonction est dite 

discontinue. 

Exemple 32 Soit f la fonction de M dans Z definie par: f (x) = E [x] ou E [x] designe la 
partie entiere de x (E [x\ = max (y) :y £ Z avec y < x). 

Montrons que f nest pas continue en tout point de Z. 

Soit a £ Z, et considerons la suite{x n ) n definie par:x n = a — K 
On a: 



lim x n = a et f ( x n ) = a — 1 

n— >+oo 

lim / (x n ) = a - 1 / a = E [a] = / (a) 

n^+oo 

done f est discontinue en a £ Z. 

4.10.3 1.3 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIARES 

Le theoreme des valeurs intermediares est un outil pour resoudre les equations de type: 

/ (*) = 0 
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Theorem 33 ( theoreme des valeurs intermediares) Soit f une fonction continue dans 
un intervalle [a, b] avec a, b £ R, telle que: 

/(«)•/ 0) < o 



c'est a dire f (a) et f ( b ) ont deux signes opposes. Alors il existe une constante a £ ]a,b[ tel 
que: 

f (a) = 0 

Exemple 34 Soit /:M — ► M definie par f (x) = cos 1/2 

Montrons que Vequation: f (x) = 0 admet une solution dans ]0, 10[. 

En effet: la valeur qui est pres de 10 tel que sont cos est connu est: it 2 . 
alors on a: f (7r 2 ) = —1 et f (0) = 1 =>• / ( 7 r 2 ) • / (0) < 0 de plus f est continue. 
D'apres le theoreme des valeurs intermediares, il existe une constante a € ] 0, 7r 2 [ C ]0, 10 [ 
tel que: 

f (a) = cos \fa = 0. 



Remarque 35 On la meme chose si a = —00 ou b = +00 sauf au lieu de: 

f (a) ■ f ( b ) < 0 on a: I lim / ( 2 ) I • I lim / (x) \ < 0 ou bien 

~ 1 1 £—>+00 



lim f ( x ) 




x—>—oc 





lim / (2) 


• b < 0 , ou bien a ■ 


lim f (2) 


£—> — 00 




£—>+00 



< 0 . 



par suite on trouve le meme resultat. 



4.10.4 1.4 Le PROLONGEMENT PAR CONTINUETE 

Supposons que / est une fonction definie dans M — {a} . Alors comrne question peut-on prolonger 
par continuete la fonction / sur M? C’est a dire; existe elle une autre fonction qui depend de 
la fonction / et qui est definie sur M? 

Pour repondre a cette question on suit les demarches suivantes: 

1 ) On calcul la lirnite de la fonction / au point a, par suite on a les cas suivants: 
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a) La limite est egale a l’infini, g-a-d: 

lim / (x) = — oo ou bien lim / (x) = +oo. 

x—>a x —>a 

Exemple 36 f:R — {0} — > M avec f (x) = ^ 

b) La limite a gauche est differente a la limite a droite: 

lim / (x) / lim f (x ) . 

x—>a~ :r—>a+ 

{ t In t t D 

^ si x < 0 

0 = lim / (x) / lim / (x) = 1. 
x—>0~ tc— >0+ 

c) Dans le calcul de lalimite on trouve deux limite ou plus. 

Exemple 38 f:R — {0} — > M avec f (x) = cos Q). La fonction cos est periodique et cos(oo) 
n’existe pas, car: 

si x n = 2?}7r et y n = 2mx + 7 r a/ors lim x n = lim y n = +oo 

n— >+oo n— >+oo 

mais lim / (x n ) / lim / (y n ) et la limite d'une fonction si elle existe elle est unique. 

n— >+oo n— >+oo 

d) On trouve une limite constante unique: 

lim / (x) = lim / (x) = a. 

x—>a~ tc— >a+ 

2) En deduire le prolongement par continuete s’il existe? 

Dans les cas a),b) et c) le prolongement par continuete n’existe pas et la on termine la 
preuve. 

Mais dans le cas d) le prolongement par continuete de la fonction / existe et il est de la 
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forme: 



/ ( x) si x / a 



a si x = a 



Alors dans ce cas la fonction F est definie dans M et elle est continue. 



Exemple 39 f:M. — {0} — > M avec f ( x ) = 



sin x 

lim = 1 

x— >o x 



le prolongement par continuete de la fonction f existe et il est de la forme: 



F 

x 



s -^si x + 0 
1 si x = 0 



4.10.5 2.1 DERIVATION 

2.1.1 Definition 



Soient I un intervalle de M, xo un point de I, et une fonction / : I — > M. On dit que / est 
derivable en xq, s’il existe un nombre reel unique a tel que: 



lim 

X^XQ 



f jx) ~ f (X 0 ) 

X — Xq 



= a 



a est appele derivee de / au point xq est note / ' (xq) . 

La fonction est derivable dans tout l’intervalle I quand elle est derivable en tout point xq 
de I. 



D ’autre part si on pose: x — xq = h alors on a: 



lim / (x 0 + h) - / (x 0 ) 
h-^ o h 



= a 
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Exemple 40 Trouver la derivee de f ( x ) 
En un point xq : 



sin x en utilisant la definition de la derivee. 



f ' (x 0 ) = 



lim / (x) - / (x 0 ) _ sin X - sin x 0 



X^Xo 

lim 2 

x— >XQ 



X^Xq 



X — Xq 

sin (M) cos (^p) 



X — Xo 



sm 



x — Xo 

v ( * 2' l! ) (x + X 0 

' cos 

sin ( x ~ x ° ) 

cos xq , car: lim , T = 1 

x^x 0 ( 2 -^) 



Alors Vx 6 M, (sinxj = cosx. 



Proposition 41 (1) Si f nest pas continue en un point xq, alors elle nest pas derivable en 
ce point. 



Proposition 42 (2) Une fonction f : I — > M est derivable en point xo si et seulement si elle 
admet en ce point des derivees a droite 

et a gauche ( lim — — — — 

\x— >x o ^ x 0 

2.1.2 Quelques proprietes sur les fonctions derivables 

Proposition 43 Etant donnes un intervalle I et deux fonctions f : I — > M. et g : I — > M 
derivables en un point xo de I, alors: 

1) f + g est derivable en xq et (/ + g)' (xo) = / ' (xo) + g' (xo) • 

2) a ■ f est derivable en xq et ( a ■ f)' (xo) = a ■ f ' (xo) ,Va 6 M. 

3) f ■ g est derivable en x 0 et (/ • g )' (x 0 ) = / ' (x 0 ) • g (x 0 ) + / (x 0 ) • g' (x 0 ) . 

4) Si g (xo) 0, done £ est derivable en xq et (xo) = - Oo) . 

y \y J \9\ x ojj 

2.1.3 Derivee d’une fonction composee 

Proposition 44 Soient f : I —*■ J et g : J et x 0 un point de I. 

Si la fonction f est derivable en xq et. si g est derivable en f (xq) alors g o f est. derivable 



^ eg ales a a. 



lim 



f (x) - f (x 0 ) 



X — Xo 
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en xq et on a: 



(g°f) ' Oo) = f ' (x 0 ) • [g (/ (x 0 )) 



Exemple 45 

[sin (/ (x))]' = / ' (x) • cos (/ (x)) 



2.1.4 Derivee d’une fonction reciproque 

Proposition 46 Soient f : I —*■ J une fonction bijective, xo un element de I et yo = f (xo) 
V element de J . Pour que f est derivable en yo il faut et il suffit que: 
f est derivable en xq, f ' (xo) non nul et f est continue en yo- Alors: 

(/ iyo) = 'rW) = (/ ' ° / _1 ) (yo) 

Exemple 47 On note la fonction reciproque de sinx par arcsinx alors la derivee de est: 



1 _ 1 _ 1 1 1 
(siny/ cos y y/l — sin 2 y \J\ — sin 2 (arcsin x) Vl — x 2 

Remarque 48 Toujours on donne le resultat en fonction de la premiere variable de la fonction 
reciproque donnee. 



2.1.5 Derivees d’ordre superieure 

On note les derivees d’ordre superieure d’une fonction / qui est derivable dans I un intervalle 
de M par: / ^ : I — > M verifiant: 

i) / (0) = /• 

ii) / ( fc+1 ) = (/( fc )) / , pour tout k = 0, 1, ...,n — 1. 

4.10.6 2.2 FONCTION DE CLASSE C n 

Proposition 49 Une fonction de classe C n , est une fonction continue et admet des derivees 
continues jusqu’a I’ordre n. Et on dit egalement que f est n fois continuement derivable. 

Nous alons envisager ici la methode pratique pour etudier la classe d’une fonction. 

1) Si n = 0 : 
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dans ce cas on a pas une fonction de classe C° mais on ecrit une fonction de classe C (/) 
c’est les fonctions continues dans un intervalle I. 

2) Si n = 1 (fonction de classe C 1 (/)): 

Une fonction de classe C l (/) est une fonction continue et la premiere derivee de cette 
fonction existe et continue en tout point de I. 

a) Existence 

Pour etudier l’existence de la premiere derivee on utilise la definition de la derivee en tout 
point xq de I q’est a dire on calcul: 



lim 

X^XQ 



f jx) ~ f (X 0 ) 

X — Xq 



= a 



Alors on les cas suivants: 

i) Si a = ±oo ou bien a est egale deux limites ou plus ou bien la limite a gauche est differente 
a la limite a droite, alors la limite n’existe pas et done la fonction n’est pas de classe C 1 . 

ii) Si a est egale a une constante unique alors la limite existe et on passe a l’etude de la 
continuete de la derivee. 



b) Continuete de la premiere derivee 

Pour etudier la continuete de la premiere derivee en xq on calcul / ' (x) ensuite on calcul:, 

lim / ' (x) = (5 alors si f3 / a 

X—>XO 

Done la premiere derivee n’est pas continue ce qui perrnet de dire que / n’est pas de classe C 1 . 
Par contre si: 

/3 = a 

Alors la premiere derivee est continue ce qui perrnet de dire que / est de classe C 1 . 

3) Si n = 2 (fonction de classe C 2 (/)): 

Une fonction de classe C 2 (I) est une fonction telle que qa derivee est de classe C 1 (I) . Done 
on fait le rnerne travail que le deuxieme cas mais on utilise / ' an lieu de /. 

Remarque 50 Si f n’est pas de classe C n (/), alors elle nest pas de classe C k (I), Vfc > n + 1. 
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Exemple 51 Soil la fonction /, definie sur M par: 

{ x 2 sin - si x A 1 0 

* 

0 si x = 0 

Etudier la classe de f? 

1) La continuete de f? 

La fonction est continue dans M*. 

Et en x = 0, on a: 

lim x 2 sin — = 0 car lim x 2 = 0 et sin — est bornee. 

x — >o X I— >o x 

= / ( 0 ) • 

Done f est continue dans M. 

2) f est elle de classe C 1 ? 

La fonction f est derivable dans M*, mais le seul probleme est le point 0. 

i) Existence de la lere derivee en 0? 

v /(*)-/ (0) r .1 n _ 

inn = inn x sin — = 0 => existe. 

x^O X — 0 a:^0 X 

ii) La continuete de la lere derivee en 0? 

f ' ( x ) = 2xsin cos — =>• lim / ' ( x ) n’existe pas , done la lere derivee nest pas continue en 0. 

x x x^O 

Conclusion: f nest pas de classe C 1 . 

4.10.7 

4.10.8 2.3 THEOREME DE ROLLE 

Theorem 52 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], derivable sur ]a,b[ 
et telle que: f (a) = f ( b ) . 

Alors il existe une constants c 6 ]a, b[ telle que: f ' (c) = 0. 
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Exemple 53 Pour montrer que V equation sins + cosx = 0 admet au moins une solution 
dans I’intervalle ]0, 7r[. On utilise la fonction f (x) = e x sinx — 1 qui est continue dans [0, 7r], 
derivable dans ]0,7r[ et f (0) = / ( 7 r) = —1 . Done d'apres ROLLE 3c £ ]0,7r[ telle que: f 
' (c) = 0 e c sin c + e c cos c = 0 sin c + cos c = 0. 

4.10.9 2.4 THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS 

Theorem 54 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b\, derivable sur]a,b[. Alors il 
existe une constante c £ ]a,b[ tel que: 

f 0 ) - / (a) = 0 - a) f ' (c) . 



Exemple 55 Montrons I’inegalite suivante: 



Vx £ 1 0, 1[ , arcsinx < , . 

1 1 VT^x* 



On applique le theoreme des accroissements finis sur la fonction arcsinx dans [0, x] C [0, 1] . 
Alors il existe une constante c £ ]0,x[ tel que: 



f (x) - / (0) = (x - 0) / ' (c) , ./ ' (c) = f 

Mais : , < , car:c < x. 

VT^ \/T^ 

X 

arcsinx < . 

\/T^2 



4.10.10 2.5 THEOREME DE L’HOPITAL 



Theorem 56 Soient f et g deux fonctions derivables au voisinage de xq £ ]a,b[. 



Si lim / (x) = A et lim g (x) = B ou A, B sont tous les deux nuls 

X^XO X^XQ 



f '(*) 



ou tous les deux infinis, g (x) 0 pour x voisin de xq, et si lim —r-—r- existe 

x^x 0 g' (x) 



alors: 



lim LAI = lim LIM.. 

x^x 0 g ( x ) .r-^xo g' (x) 
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Exemple 57 



e 2x _ 1 

lim 

x—>0 x 



lim 



2e 2x 

~ 



= 2. 
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For mules de Taylor. 
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Chapitre 5 



Developpements limites. 



On peut generaliser le theoreme des accroissements finis par une formule dite de Taylor, qui est 
un outil surf out dans le calcul des limites des fonctions ou on a des formes indeterminees. 

5.1 1 For mules de Taylor 

5.1.1 1.1 Theoreme des acroissement finis 

Theorem 58 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b\, derivable sur]a,b[. Alors il 
existe une constante c £ ]a, b[ tel que: 

f 0) - / (a) = (b — a) f 1 (c) . 

5.1.2 1.2 Theoreme des acroissement finis generalises 

Theorem 59 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], derivables sur]a,b[ avec g ' ne 
s’annule pas sur ]a,b[, alors il existe une valeur c de ]a, b[ telle que: 

f (b)-f (a) = / '{c) 
g ( b)-g (a) / ' (c) ' 
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5.1.3 1.3 Formule de Taylor-Lagrange 



Soit / de classe C n sur [a, b\, n + 1 fois derivable sur ]a, b[, alors il existe une valeur c de ]a, b[ 
telle que: 



/(<>) = E 



(b — a) p c (p) ,_ x , (6-a)" +1 



p=0 



p\ 



-f W (a) + 



(n + 1)! 



/ 



(n+l) 



(c). 



— / (a) + (6 — a) /'(a) + ...+ 



a ) f ip) t a \ i Q ) f (n+l) 
n! J (n + l)! 



n+l 



-/ 



(c). 



Cette formule est connue par la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre n. De plus le terrne 
^(n+i)! / (c) est appele reste de Lagrange. 

Remarque 60 Si on pose: n = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on trouve l ’egalite des 
accroissements finis. 



5.1.4 1.4 Formule de Taylor-Young 

Soit / definie sur un intervalle I, admettant en un point a £ I des derivees jusqu’a l’ordre n. 
Alors il existe un voisinage V de a et une fonction s : V — > K tels que: 

n / \p 

\/x G V, f (. x ) = V — — - 0 — / ^ (a) + (x — a) n e ( x ) et lim e (x) = 0. 

^ J r) rr— >a 

p=0 F 

= f (a) + (x — a) f ' (a) + ... + — — f ^ (a) + (x — a) n e ( x ) et lim e lx) = 0. 

n! x—>a 

C’est la formule de Taylor avec un reste de Young (fx — a) n e (x) ) . 

5.1.5 1.5 Formule de Maclaurin 

C’est la formule de Taylor-Lagrange avec b = x, a = 0 et c = 9x avec 0 < 9 < 1, c’est a dire: 

Tb p Th~\~ 1 

Vz G I, f {x) = V — — j - f (p) (0) + - X f (n+1) (6x) avec 0 < 9 < 1. 

^ o pl (n + l)! 
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5.2 2. Developpements limites 



Definition 61 Soit f une fonction definie au voisinage d’un point xq, sauf peut-etre en xq. 

On dit que f admet un developpement limite (D.L) d'ordre n au voisinage de xq s’ils existes 
des nombres reels oo, a\, ..., a n et une fonction e tels que pour tout element iG/Cl: 

a 0 + a\ (x - xo) + ... + a n (x - x 0 ) n + (x - x 0 ) n e (x - x 0 ) , 

0. 

P (x) = ao + a\ (x - xo) + ... + a n (x - xo) n 
c'est la partie reguliere du D.L, et elle est unique. 

(x — xq) u e (x — xo) est le reste du D.L, on pent Vecrire o ((x — x o)”) , 

0 

/ (x) = ao + aix + ... + a n x n + x n e (x) , avec lim e (x) = 0. 

-Si xq = ±oo on pose dans la formule du D.L au voisinage de 0, X = ^, et on aura: 

1 , 1 1 / 1 \ 
aQ + ai — \-... + a n — H — -e I - I , 
x x n x n \x J 

0. 

On peut determiner la formule du D.L a l’aide de la formule de taylor- Young, alors sous les 
hypotheses de la formule de Taylor on a: 

/ (®) 

avec lim e (x — xo) 

X^Xo 

avec 



= ao + ai (x — xo) + ... + a n (x - xo) + (x - xq) s(x-xq) , 
= 0. 

f (0 ( Xn) 

'■ ao = / (0) et afc = — — - oil 1 < k < n. 

kl 
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5.2.1 2.1 Principaux developpement limite 

Les fonctions suivantes admettent un D.L au voisinage de 0. 



lim 



e 

o ( x n ) 



2 77 

rp /~p 1 ° 

tXj tAj tAy / rv~i \ 

1 + 77 + XT + ••• + H r + ° ( x ) avec 

1! 2! n\ 



x^o x n 

sinx 

o ( x 2p+1 ) 

lim - — 

x—>0 X 2p+i 

cosx 
o ( x 2p ) 

lim 



= 0, Vx G M. (ordre n) 

rp 3 rp 5 rp2p-\-l 

•Aj «X/ , . \ 7") •A-' 

= X ~ 3! + 6! + '" + < - 1) (>TT)T 
= 0, Vx G M. (ordre 2p+l) 



+ o (x 2p+1 ) avec 



/y»2 ^v*4 sp2p 

= 1 -* + 4T + - + <- 1 > p Mi 

= 0, Vx G M. (ordre 2p) 






avec 



, m (m — 1) n m(m — 1) ... (m — p + 1) „ , 

1 + mx H -x 2 + ... H — ^ 7 -x p + o (x p ) , 

2! pi 



X— >0 t; 2 P+1 

(l + x) m 

Vx G ] — 1, +oo[ , m G M — N 
et si m G N alors: (1 + x) m = ^ Cj 



x fc . 



fc =0 



x 2 x 3 



l -ll l 



In (1 + x) = x - — + — + (-1)” \-o(x r 

2 6 n 



5.2.2 2.2 Proprietes des developpements limites 

2.2.1 Parite 

Si / est une fonction paire (resp impaire) alors dans la partie reguliere du D.L on a que les 
puissances paires (resp impaires). 

2.2.2 Continuite 

Si / adrnet un D.L d’ordre n de partie reguliere ao + aqx + ... + a n x n alors 



lim / (x) = ao d’ou / est continue en 0 ou est prolongeable par continuite en 0. 

x— >o 
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2.2.3 Derivabilite 



Si / admet un D.L d’ordre n de partie reguliere ao + a\x + ...+a n x n (n > 1) alors / est derivable 
en 0 et / ' (0) = a\. 

5.2.3 2.3 Operations sur les developpements limites 

Soit / une fonction qui admet un D.L a l’ordre n de partie reguliere P n et g une autre fonction 
qui admet un D.L a l’ordre m de partie reguliere Q ni avec c = min (n, m) alors: 

1) Somme: 

/ + g admet un D.L a l’ordre c de partie reguliere P c + Q c . 

2) Produit: 

/ x g admet un D.L a l’ordre c de partie reguliere R c , obtenue en ne conservant dans 
Pn x Qrn que les monomes de degre p avec p < c . 

3) Produit par un scalaire: 

A- / admet un D.L a l’ordre n de partie reguliere A • P n . 

4) Quotient: 

^ admet un D.L a l’ordre s de partie reguliere Rs qui est la division suivant les puissances 
croissantes de / par g. 

5) composee: 

fog admet un D.L a l’ordre c de partie reguliere R c , obtenue en ne conservant dans P n °Qm 
que les monomes de degre p avec p < c . 

5.3 Exercice: 



Exercice 01: Calculer les limites suivantes: 



1) lim - In (1 + x 2 ) — lnx 2) lim x a e 3) lim (In (sin x) — In x) 

a:^+oo 2 v ' x — >+oo x — >0+ 

sin nx x x — 1 cos x — cos a 

4) Inn n 5) Inn 6) lim 

x^O sin mx a;^0+ X X^a X — Cl 



^ V y/x- ^fa + ^x-a ^ VI + X n - VI - X r ‘ 

1) lim _ a)m,n G LI etudier inn 



X^+OO 



V® 2 — 



x — >0 



X" 
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Exercice 02 : 



Tro uver le domaine de definition des fonctions suivantes: / (x) = y 5 _ 2 x ’ 9 (* c ) = 

In (4x + 3) , h ( x ) = \/x 2 — 2x — 5 

Exercice 03: Soient :h ( x ) = \/x 2 + 1, 5 (x) = In (x + h (x)) , / (x) = . 

(1) Montrer que:/i (x) > — x Vx £ M, en deduire Df. 

(2) Calculer g (x) + g (— x) et en deduire que g est impaire et que / est paire. 

(3) Verifier que: \/x 2 + lh ' (x) + x h (x) = x + x\J x 2 + 1. 

Exercice 04: Soit / : M + — ► Mune fonction definie par: / (x) = lll( ' 1 [ ^' > gi x / 0 et / (0) = 1 
Montrer que / est continue en 0. 

Exercice05: Soit / : M — > Mune fonction definie par: / (x) = cos ^ -1 si x / 0 et / (0) = 0 
Montrer que / est continue en 0. 

Exercice06: Soit / : M — > Mune fonction definie par: / (x) = x — [x] , [] est la partie entiere. 

Montrer que / est discontinue en tout point de Z. 

Exercice 07: Peut-on prolonger par continuite sur M les fonctions suivantes: 

1 12 1 

/ (x) = sinx sin—, g (x) = h(x) = — In 

x 1 — x 1 — x z x 

Exercice 08: Soit / : ] 0, +oo[ — ► M une fonction definie par: / (x) = - — lnx. 

L’equation / (x) = 0 admet-elle une solution? 

Exercice 09:(supp) Soit / : [0, 27 t] — ► M une fonction definie par: / (x) =e _3; sinx — xcosx. 

L’equation / (x) = 0 admet-elle une solution dans ] 0, 27 t[? 

Exercice 10: En utilisant la definition de la derivee, trouver la derivee / Me / dans les cas suivants 
(preciser sur quel ensemble / est derivable): 

2 

a)f (x) = ^ b) (supp) g (x) = \/l + x 2 c)h (x) = sin 2 x. 

(x — 3) 
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Exercice 11: Demontrer qu’entre deux racines reelles de e x sinx = 1, il existe au moins une racine reelle 
de e x cos x = — 1 . 

Exercice 12:(supp) Calculer en utilisant la regie de l’hopital les limites suivantes: 

e 2x — 1 1 + cos ttx In (cos 3x) 

lim , lim — ^ , lim - — - 

x x—fi x l — 2x + 1 x^o In (cos 2x) 

Exercice 13: Soit la fonction : 

x 2 log | cc | si x / 0 
0 si x = 0 

(1) Etudier la continuite de la fonction / sur R. 

(2) Etudier la derivabilite de la fonction / sur R. 

(3) La fonction / est-elle de classe C 1 ? de classe C 2 ? Justifier. 

Exercice 14:(supp) Soit la fonction : 

x sin ^ si x / 0 
0 si x = 0 

(1) Etudier la continuite de la fonction / sur R. 

(2) Etudier la derivabilite de la fonction / sur R. 

(3) Les rnernes questions pour la fonction: 

x 2 sin ^ si x / 0 
0 si x = 0 






b) g est-elle de classe C 2 1 
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Exercice 15: Soient: 



/ : R — > R et g :R — > R 

x *—>■ sin x 5 x *—>■ sin \[x 

Montrer que / est derivable en 0 et que g ne Test pas . 

Exercice 16: Determiner / (x) dans les cas suivants: a) f (x)=cosx, b) f (x) = sinx, c)(supp) 

/ (®) = 

Exercice 17: 

(1) Soit n £ N*. Appliquer le theoreme des accroissements finis a la fonction: 

f n : [n, n + 1] ->• R 

x i— >• log x 

( 2 ) En deduire la nature de la suite de terrne general: U n = 1 + 5 + 5 + ... + ^ 

Exercice 18:(supp) (1) Etudier la derivabilite de la fonction: 

Vx 2 - 2 x + 1 . 

/ (*) = x si x / 1 , / (1=1 

x — 1 

(2) Determiner a, b tels que: la fonction / definie sur R^_ par: 

/ ( x ) = \fx si 0 < x < 1 , / (x) = ax 2 + bx + 1 si non 
soit derivable sur Rl. 

Exercice20: 

(1) Montrer que: 

2 2 S 

/ = 1 ' ~~ 

Vx > 0, x — — < log (1 + x) < x — — + — 

A z o 

(on ne calculera qu’une seule derivee pour chaque inegalite). 
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(2) En deduire que : 



lim ‘ 0g(1+a,) = 1. 



x — >0 X 



Exercice 21: (supp) Soit / : M — > Mune fonction periodique de periode T > 0. 

(1) On suppose que / a une limite en +oo, montrer que / est constante. 

(2) On suppose que / monotone, montrer que / est constante. 



5.4 Solutions des exercices: 



Exercice 01: Calculer les limites suivantes: 
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1 ) 



Exercice 02 : 



2) lim x a e~^ 

£— >+oo 



3) lim (In (sin x) — In x) 

a;— >0+ 



5) lim 



x* - 1 



X- 



0+ X 



6) lim 



car 

cos x — cos a 



x^a x — a 



8) lim 

a;— >0 



Vi + x n - Vi - x r - 



1) lim - In (l + x 2 ) — In x = lim In ( ^ — — | 

£— >+oo 2 v £— >+oo \ X ) 



= lim In 

£—>+00 



= lim In l A — + 1 = 0 



£— >+oo 



1 



lim e alnx e ~V^ = l im e a lnx-V5 = lim e ^(++^- 1 ) 



= 0 



£—>+00 



£—>+00 



£—>+00 



lim In ( — ) = 0 car: lim ( — 1 = 1 

r— >0+ \ X / 1^0+ V X 



sin nx 

A . smnx .. nx 

4) lim n— = lim n- 



x — >0 sinmx x— »o mx sm mx 

mx 



n sm y 

= — car: 0 qd: y — ► 0 

m y 



g ,x In x "j^ ( In x 

lim = lim = lim lnx = —00 

r— >0+ X x^0+ X In X a:^0+ 



/gxinx — j\ ( e y_i\ 

lim = lim = e° = 1 par definition de la derfi&efe 

r— > 0 + xlnx 3 / — » 0 y 



= — sin a par definition de la derivee. 



7) lim 

£—>+00 



x - sfa + yjx - a _ 1: _ yV 1 + x 



Vx 2 — < 



= lim 



x— >+00 x 



1 - 



1 



lim —= = 0 

x — >+00 yjx 



lim 

£ — >0 



VI + x n - VI - X m VI + x n + VI - x r 



VI + x n + vT^ 



X 11 



= lim 



= lim 



1 -x r 



0 X n (Vl + X n + V f — X m ) x ^° (Vl + X n + Vl — X m ) 



(5.2 

(5.3 

(5.4 



= < 



2 si m > n 



0 si m = n 



(5.5 



—00 si m < n 



Trouver le domaine de definition des fonctions suivantes: / (x) = y 1 9 ( x ) = 

In (4x + 3) , h (x) = \/x 2 — 2x — 5 

1) Df = jx £ > 0 et 5 — 2x V o| alors: > 0 2 + 3x > 0 et 5 — 2x > 0 ou 

2 + 3x < 0 et 5 — 2x < 0 
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x > — | et x < | ou x < — |etx>|<tt>xG[— | , | [ 

2) D g = {i£ M/4x + 3>0}<S>ie]- 1 , +oo [ . 

3) Dh = {i G K/i 2 - 2i - 5 > 0} <S> i £ ] —00, 1 — \/6] U [l + \/6, +00 [ 

Exercice 03: Soient :h (x) = \/x 2 + 1, 5 (x) = In ( x + h (x)) , f (x) = ^r^- 

(1) Montrer que:h (x) > — x Vx G M, en deduire Df. 

Soit x G M, h (x) + x = \J x 2 + 1 + x > 0 si x > 0 et h (x) + x = > 0 si x < 0 

Alors: Vx G M, h (x) + x > 0 =+• Df = M*. 



(2) Calculer g (x) + g (— x) et en deduire que g est impaire et que / est paire. 



g (x) +g (— x) = In (x + h (x)) + ln (— x + h (— x)) = In 
In 1 = 0 

g (x) = —g (— x) =>• g est impaire. 




+ 1 + x 




(3) Verifier que: \J x 2 + 1 h ' (x) + x h (x) = x + x\J x 2 + 1. 



\Jx 2 + lh ' (x) + x h (x) = \Jx 2 + I h! (x) + xh (x) = \J x 2 + 1 + 1 = x + 
x\/ x 2 + 1 

Exercice 04: Soit / : M + — ■> Mune fonction definie par: / (x) = 111 d+ J ) s { x ^ q et / (0) = 1 



Montrer que / est continue en 0. 



lim f(x) 



. ln(l + x) . In (1 + x) — In (1 + 0) 

Inn = Inn 

x— >0 x a— >0 x — 0 

— — car la derivee de ln ^ + ^ est — — 
1 + 0 x 1 + x 

1 = / (0) =>• / est continue en 0. 



Exercice05: Soit / : M — ■> Mune fonction definie par: / (x) = cos ^ 1 si x / 0 et / (0) = 0 
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Montrer que / est continue en 0. 



cos x — 1 cos x — cos 0 

inn t (x) = inn = iim 

x^o x — >o x x^o x — 0 

= — sin 0 car la derivee de cos x est sin x 

= 0 = / (0) => f est continue en 0. 

ExerciceOG: Soit / : M — > Mune fonction definie par: / (x) = x — [x\ , [] est la partie entiere. 
Par definition: [x] = max/3 avec (3 < x et /? £ Z. 

Montrer que / est discontinue en tout point de Z. 

Theoreme: Si 



lim / (x) = a avec: a est une constante unique 

X^XO 

=> yX n une suite avec x n — > xo qd n — > +oo 
alors lim / (x n ) = a 

n— >+oo 

Pour notre probleme soit Xo £ Z, on / ( xq ) = Xo — [xo] = 0 

Mais si on pose: x n = xo — ^ qui ont des valeurs a gauche de xo => [x n ] = xo — 1 

et on a: 

lim / (x„) = lim x n - [x n ] = lim x 0 - - - x 0 - 1 = 1 / / (x 0 ) 

n— >+oo n— >+oo n—>-\-oo fi 

/ est discontinue en tout point de Z. 

Exercice 07: Peut-on prolonger par continuity sur M les fonctions suivantes: 

1 12 1 

/ (x) = sinx sin—, g (x) = h (x) = — In 

x 1 — x 1 — x z x 

1) / : M* — > M et / (x) = sinx sin ^ 

lim / (x) = lim sinx sin — = 0 car lim sinx = 0 et — 1 < sin — < 1 

a;^0 X a:— *0 X 
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Alors le prolongement par continuite sur R existe et il est de la forme: 



F 



x 



F (x) = 



sin x sin - si x ^ 0 

X ' 



0 si x = 0 



2) g :R- {1,-1} 



1 2 

lim q (x) = lim ^ = — oo 

a:— >— 1 x-*-l 1 - X 1 - X 2 



Alors le prolongement par continuite n’existe pas. 



3) h: 



lim h (. x ) 

x — >0 



, 1 (e x + e~ x 

lim — In 

x^o x V 2 



In 



lim 

x — >o 



e x +e~ x 



— In 



e° — e 0 



= 0 car: 



e x + e~ x 



x — 0 



e x - e~ x 



Alors le prolongement par continuite sur R existe et il est de la forme: 



H 



x 



H(x) = 



\ In ( Fi±ezL ) si x / 0 
0 si x = 0 



Exercice 08: Soit / : ] 0, +oo[ — > R une fonction definie par: / (x) = ^ — lnx. 



L’equation / (x) = 0 admet-elle une solution? 



lim / ( x ) = lim — (1 — a; In ad = +oo et lim / ( x ) = — oo 
X — >0 X^O X 2 ^ + 00 



Alors la fonction / est continue dans ]0, +oo[ en plus: 



lim f (x) 



lim / (x) 

x — >-(-oo 



< 0 
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d’apres le theoreme des valeurs intermediare: 3c £ ]0, +oo[ tel que: / (c) = 0. 

Exercice 09:(supp) Soit / : [0, 27r] — > M une fonction definie par: / ( x ) =e _3; sinx —xcosx. 

L’equation / (x) = 0 admet-elle une solution dans ] 0, 27 t[? 

On a: / (it) = tt et f (2ir) = —2ir, Alors la fonction / est continue dans [0, 27 r] en plus: 

[/M] [ /( 27r )] < 0 

d’apres le theoreme des valeurs intermediare: 3c E ]0, 27r[ tel que: / (c) = 0. 

Exercice 10: En utilisant la definition de la derivee, trouver la derivee / 'de / dans les cas suivants 
(preciser sur quel ensemble / est derivable): 



a)f (x) = 2 b) (supp) g (x) = \/l + x 2 c)h (x) = sin2x. 

(x - 3) 



Par definition: 



/ ' (x„) = lim { W ~ 1 (xo) = lim (3, ° + h \ ~ 1 M 

X^xo X — Xo h—>0 n 



En un point xo on a: 

i) 



/'(*„) = lim / feo + ft) - / M = i im E±hES. EES. 

J y J h^O h h—>0 h 

(xo— 3) 2 — (xo+h— 3) 2 2(xo~3 )h+h 2 

lim o ( x Q-\-h— 3) (rrp— 3) lini o 3) (xo— 3) 

h— >0 /l h— >0 h 



(xo - 3)" 



Alors: VxGM - {3} on a : / ' (x) = 



(a:— 3) 3 
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2) 



/ ' (x 0 ) = 



lim / (a) ~ / (so) = Um ^l + x 2 - y/l + x 2 



X^XO 



X — Xq 



X^Xq 



X — Xo 



Vi + x 2 - V 1 + x l r 
lim = lim 



X — Xn 



X^XQ 



= lim 

X^XQ 



X — Xq 
X + x 0 



X—>Xq 



x - x 0 (Vl + X 2 + a/1 + x^ 
Xo 



(Vl + x 2 + i/l + x^ \! 1 + 



Alors: Vx 6 M on a : g ' (x) = -^= 

3) 



/ ' (xo) = 



f (x) — f (sn) sin2x — sin2xo 

lim -A J = lim 



X— >Xq 



X — Xq 



X— >XQ 



X — Xq 



= lim 2 

X^XQ 

= lim 2 

x — >xq 



sin cos (^^a) 



X — Xq 
sin (x — xq) 



X — Xo 



• COS (x + Xo) 



n r, v sin(x-xo) 

= 2cos2xo , car: lim = 1 

x— >xo x — Xq 



Alors: Vx £ M on a : h ' (x) = 2 cos 2x 



Exercice 11: Demontrer qu’entre deux racines reelles de e x sinx = 1, il existe au rnoins une racine reelle 
de e x cos x = — 1 . 



e^sinx = 1 sinx = e~ x . Alors si on pose: / (x) = sinx — e~ x la fonction est continue 
et derivable dans M. 

Done si on deux racines de / (x) => f (a) = f (6) = 0, d’apres le theoreme de Rolle, 

3c G M telle que: f ' (c) = 0 => cosc + e _c = 0 => cosc = — e _c e c cosc = — 1 d’ou 
l’existence de la racine. 



Exercice 12:(supp) Calculer en utilisant la regie de l’hopital les limites suivantes: 



e 2 — 1 1 + cos 7 rx . In (cos 3x) 

lim , Inn — ; , Inn - — - 

x^o x x — * i x l — 2x + 1 x^o In (cos 2x) 



e 2 — 1 
lim 

x^o x 



lim 

21 —>0 



2e 



2x 



= 2, lim 



1 + cos 7 rx 
i x 2 — 2x + 1 



lim 

x — >1 



— 7rsin7rx 
2x — 2 



lim 

X — >1 



— 7 T 2 COS 7TX 
2 



7T 



2 



2 
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_ jg* _ 3 gg _ 9 

x—*o In (cos 2x) x->0 ^2sm2i5 2 x^o 4' 

v y cos lx lx 

Exercice 13: Soit la fonction : 

x 2 log \x | si x / 0 
0 si x = 0 

(1) Etudier la continuite de la fonction / sur R. 

Remarque: Dans R* la fonction est bien definie et elle est de classe C 2 . 

Pour x = 0 : 

lim x 2 log \x | = 0 = / (0) 

a:^0 

Alors / est une fonction continue en 0. 

(2) Etudier la derivabilite de la fonction / sur R. 

Pour x = 0 : 

/ (x) - / (0) 

lim = inn x log x = U 

x^O X — 0 a:^0 

Alors la fonction est derivable en 0. 

(3) La fonction / est-elle de classe C 1 ? de classe (7 2 ? Justifier. 

I 2x log x + x si x > 0 

/ (x) = < = 2x log | x | — P | x | si x / 0 

I 2x log —x — x si x < 0 

f ( %\ — f 

lim / ' (x) = lim 2xlog lx | H- lx 1=0= lim (5-6) 

x— >0 x^>0 x^>0 x — 0 

Alors la premiere derivee existe et elle est continue, done / est de classe C 1 dans R. Pour 
la classe C 2 ? 

/ ' (x) — / ' (0) lx I 

lun = lun 2 log x + = — oo 

x^O X — 0 a:^0 X 

Ce qui implique que / n’est pas de classe C 2 dans R. 
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Exercice 14:(supp) Soit la fonction : 



x sin 1 si 
0 si x = 0 

(1) Etudier la continuite de la fonction / sur R. 

Remarque: Dans R* la fonction est bien definie et elle est derivable. 
Pour x = 0 : 

lim x sin — = 0 = f (0) ( car: — 1 < sin — < 1 et lim x =0 

x->o x \ x x ^° 

Alors / est une fonction continue en 0. 

(2) • 

Pour x = 0 : 

Km L M - L (°) = lim sin i n’existe pas. 
x — 0 x^O X 

Alors la fonction n’est pas derivable en 0. 

(3) Les rnernes questions pour la fonction: 

x 2 sin ^ si x / 0 
0 si x = 0 

(1) Etudier la continuite de la fonction g sur M. 

Remarque: Dans R* la fonction est bien definie et elle est de classe C 2 . 
Pour x = 0 : 

lim x 2 sin — = 0 = f (0) ( car: — 1 < sin — < 1 et lim x 2 = 
x^o x \ x x ^° 

Alors g est une fonction continue en 0. 

(2) • 




, x 



f ( x ) = 
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Pour x = 0 : 



lim — — ^ — = lim x sin — = 0. ( car: — 1 < sin — < 1 et lim x =0 

a— >o x — 0 x^o x V x x^o 



Alors la fonction est derivable en 0. 



b) g est-elle de classe C l l 



f ' (x) = 2x sin sin — => lim f ' (x) n’existe pas 

x x x—>0 



Done g n’est pas de classe C 1 , alors elle n’est pas de classe C 2 . 



Exercice 15: Soient: 



et g :I 



sm x 



x I ^ Sill \7 x 



Montrer que / est derivable en 0 et que g ne Test pas 



lim f - W ~ ; (0) = lim ^ lim W ^ ! = 0 



+ 0 X — 0 



x — >0 X x — >0 



Alors / est derivable en 0. 



q (x) — q ( 0) sinxs -4 ( smxs 

lim = lim Inn x 5 

:r — >0 x — 0 



x — >0 X x^0 



1 

X5 



= +00 



Alors g n’est pas derivable en 0. 

Exercice 16: Determiner / (x) dans les cas suivants: a) f (x) = cosx, b) f (. x ) = sinx, 



c)(supp) 
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1 

1—x * 



/ (*) = 



a) f ' (x) = — since, / " (. x ) = — cosx, / ® (x) = since, / ^ (cc) = coscc 

cos x si n = 4 k, k G N 



f (n) (*) = < 



— since si n = Ak + 1, k € N / 7 r 

= cos ( x + n— 

— coscc si n = 4k + 2, k G N ' 

sin x si n = 4k + 3, A: G N 



6) / 7 (x) = cosx, f " (cc) = — since, / ^ (cc) = — coscc, / ^ (cc) = since 

sin x si n = 4fc, fc £ N 



/ (n) (x) = < 



cos x si n = 4A; + 1, k G N / 7 r 

= sin ( x + n— 

— sin x si n = 4A; + 2, k G N ' - 

— cos x si n = Ak + 3, k G N 



c) f ' (x) = /h 1 x2 , / " (x) = 



(1 -x) 

Done par recurrence on trouve: 



2 *./«(*>- 23 



(1-x) 



(1-x) 



4 ’ 



f {n) (x) = 



n! 



(1-x) 



n+1 ' 



Exercice 17: 

(1) Soit n £ N*. Appliquer le theoreme des accroissements finis a la fonction: 

fn ■ [n, n + 1] — >■ M 

x i— > log x 

La fonction: logx est continue dans [n, n + 1] et derivable dans ]n, n + 1[ alors d’apres le 
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theoreme des accroissement finis, il existe un c G ]n,n + 1 [ tel que: 



/n (n + 1) - fn (n) = (n + 1 - 1) f n ' (c) 

log (n + 1 ) — log (n) = - , Vn G N* . 

c 

( 2 ) En deduire la nature de la suite de terme general: U n = 1 + | + | + ••• + 

l°g (2) — log (1) = -<1 ,ci€]1,2[ 

Cl 

log ( 3 ) -log ( 2 ) = -<^,c 2 g] 2 , 3 [ 

C 2 2 

log (n + 1 ) - log (n) = — < -,c n G In, n + 1 [ 

c n n 

Par la sornrne des deux membres on obtient: 

71 -t n 1 

log (n + 1) — log (1) = t = ^ 

fc=i Cfc fc=i K 

Passant a la lirnite on trouve: 

lim log (n + 1 ) = +oo < lim U n => lim U n = +oo. 

n— >+oo n— >+oo n— >+oo 



1 

n 



Exercice 18 :(supp) ( 1 ) Etudier la derivabilite de la fonction: 



\/x 2 - 2x + 1 . 

/ (®) = ® . si x / 1 , / (1) = 1 

x — 1 



Si x 7^ 1 alors la fonction est derivable. Pour x = 1 



.. / (x) - / (1) - 1 x ^_i 1)2 ~ 1 

lim v v = lim — = lim 



♦i+ x — 1 



*1 + 



x — 1 



♦ 1+ x — 1 



x (x — 1) — 1 

= lim = +oo 

x->l+ X — 1 



Alors / n’est pas derivable au point 1 . 
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(2) Determiner a, b tels que: la fonction / definie sur M?j_ par: 



/ (x) = \fx si 0 < x < 1 , / (x) = ax 2 + bx + 1 si non 



soit derivable sur Ml. Le seul probleme est le point 1 



f (x) — / (1) ax 2 + bx + 1 — a — b — 1 ax 2 + bx — a — b (x 

Inn = lim = inn = Inn — 

a;— >1+ X — 1 a;^l+ X — 1 x^l+ X — 1 a;^l+ 



ljm / W- / (1) = , im = , im 1_ = 1 

x—>l~ X — 1 x->l~ X — 1 a:— >1“ V x + 1 2 

Alors pour que / soit derivable au point 1, en particular sur Ml. il suffit que: 2a + 6 = 



Exercicel9: 



(1) Montrer que: 



2 S 
X X° 



Vx > 0, x — — < log (1 + x) < x — — + — 

Z Zj (j 



(on ne calculera qu’une seule derivee pour chaque inegalite). 



En effet si on pose: 



x 



2 S 

X x° 



f (x) = x - — - log (1 + x) et g (x) = log (1 + x) - x + — - y 



On trouve: 



/ ' (x) = 1 - x - 



1 



(1 + x) (1 — x) — 1 — x 2 



< 0 si x > 0 



1 + x 1 + x 1 + x 

/ est une fonction decroissante =>• / (x) < / (0) = 0, Vx > 0 



et: 



9 ' (x) = 



1 



2 l + (l + a;)(-l + x-x 2 ) 
— 1+x— x = 



X 



1+x ’ 1+x 1+x 

g est une fonction croissante =4=- g (x) > g (0) = 0, Vx > 0 



> 0 



— 1) (ax + b + 
(x- !) 
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Conclusion: 



x 2 x 3 



Vx > 0, x - — < log (1 + x) < x - — + 

Zj Z O 



(2) En deduire que : 



lim ‘° g(1+l) = 1. 

x — >0 X 



On a: 



2 2 S 

Vx > 0, x < log (l + x)<x 1 

“ 2 “ y “ 2 3 

, , „ X log ( 1 + x) X x 2 

=> Vx > 0, 1 - - < — < 1 - - + — 

2 ~ x “ 2 3 



d’apres la regie d’encadrement on trouve: 



lim ‘ 0g(1+a,) = 1. 

x — >0 X 



Exercice 20: (supp) Soit / : M — > Rune fonction periodique de periode T > 0. 

(1) On suppose que / a une limite en +oo, montrer que / est constante. 

On a: 

f ( X + T) = f (x) ,VxEl 

On pose: 

lim / (x) = a 
£—>+00 

Supposons par l’absurde qu’il existe a € R tel que: / (a) / a, la suite a n = a + nT tend vers 
+oo et / (a n ) = / (a) ce qui donne: 



lim / (a n ) = / (a) = a contradiction avec: / (a) / a => Va G R, / (a) = a. 

n— >+oo 

(2) On suppose que / monotone, montrer que / est constante. 

1) Si / est strictement croissante=t- Vx < y =$■ f (x) < / (y) rnais il existe un jjGN tel que: 
x + nT > y =$■ f (y) < f (x + nT) = f (x) =>• / (x) < f (y) < f (x) d’ou la contradiction. 
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2) Si / est strictement decroissante=^ Vx < y =$■ f (x) > f (y) mais il existe un n E N tel 
que: x + nT > y => / (y) > / (x + nT) = / (x) =>• / (x) > f (y) > f (x) d’ou la contradiction. 
Done la fonction est constante. 
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Partie V 

Les nombres complexes. 
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Les proprietes essentielles des nombres complexes ont ete etudiees en terminate. On se 
limitera a quelques rappels et des techniques de calcul. 

5.4.1 1.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES 

1) Soient x et y deux nombres reels quelconques, le couple (x, y ) est appele nombre complexe, 
et on le note par: z = x + iy ( c’est l’ecriture algebrique de z). Le x designe la partie reelle 
du nombre complexe z, par contre le y est la partie imaginaire, 

et le i est le nombre imaginaire qui verifie (i) 2 = — 1. L’ensemble des nombres complexes 
est note C. 

2) Dans le plan rapporte a un repere orthonorme, le point M d’abscisse x et d’ordonnee y 
est P image du nombre complexe z. 

On dit encore que M a pour affixe z. 

3) Module. Argument 

Le nombre complexe z etant different de (0, 0), l’angle 8 est un argument de z. II est defini 
a 2fc7r pres. On note: 

arg (z) = 2kir (2ir) 

Le module de z est la norrne du vecteur OM. On le designe par: 

p=\z\ = \\OM\\ 



et on a: 



x 

ce qui donne 

z 



p cos 6 et y = p sin 8 

p = \J x 2 + y 2 d’ou l’ecriture trigonometrique: 
p ■ e 10 = p ■ (cos 8 + i sin 8) .z / 0. 
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4) Par suite on a les proprietes suivantes: 

1) \zi ■ z 2 \ = \zi\- \z 2 \ et arg (z i • z 2 ) = arg (zi) + arg (z 2 ) (2tt) 

2) — = • et arg f — \ = arg (zi) - arg (z 2 ) (27 r) 

Z 2 \Z 2 \ \Z2j 

3) \z n \ = \z\ n et arg (z n ) = ?rarg (z) (27 r) 

5) Nombres complexes conjugues 

Le conjugue d’un nornbre complexe z = x + iy est defini par: z = x — iy e t on a: 
\z\ = \z\ et arg (z) = — arg (z) (27 t) si z est non nul. 
et comine propriete on a: 

Zi + Z 2 = Zi + z 2 , Zi • z 2 = Zi • z 2 et z • z = x 2 + y 2 . 



5.4.2 1.2 CALCUL D’UN MODULE ET L ’ ARGUMENT D’UNE PUIS- 

SANCE D’UN NOMBRE COMPLEXE 



Pour calender le module et l’argument d’une puissance d’un nornbre complexe, on calcul d’abord 
le module et l’argument de ce nornbre, puis on ecrit ce nornbre sous la forme trigonometrique, 
et on l’eleve a la puissance voulue. 



Exemple 62 Calculer le module et I’argument du nornbre complexe z = (1 + iV 3) 19 . 



On a: 



(l + za/3) - 2 ( 2 - 2 ' e ^ 

=>• 1 + W 3 =2 et arg (l + iV 3^ = — [27 r] 

\ / O 

1/ - olQ i 19jr r>19 i 18 * - nlQ i — 

d ou z = 2 ■ e 3 = 2 • e s + 3 = 2 • e 3 

|z| = 2 19 et arg(z) = ^ [27 r] . 

o 
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5.4.3 1.3 SIMPLIFICATION D’UN RAPPORT DE NOMBRES COMPLEXES 



Pour simplifier un rapport de nombres complexes, on multiplie le numerateur et le denominateur 
par l’expression conjuguee du denominateur. 

Exemple 63 Simplifier le nombre complexe z = 

Alors: 



3 + 5 i _ (3 + hi) (1 + i) (2 — 3i) 

Z ““ (1 — i) (2 + 3 i) ~ (1 — i) (2 + 3i) (1 + i) (2-3 i) 

(3 + 5 i) (2 - 3i + 2i + 3) _ (3 + 5 i) (5 - i ) 

2 • 13 “ 26 

(15 - 3?: + 25i + 5) _ 20 + 22 i _ 10 | Hi 
26 “ 26 _ 13 + l3"' 

5.4.4 1.4 NATURE D’UN NOMBRE COMPLEXE 

Soit z = x + iy 1 xety£M. un nombre complexe. 



1.4.1 Un nombre complexe reel 

On dit que z est un nombre reel si l’un des cas suivants est verifies: 

1) Si la partie imaginaire est nulle. 

2) Si z est egal a son conjugue. 

3) L’argument de z est congru a 0 modulo n. 



Exemple 64 Soit z = i ( 1 avec a ^ 27 x'L.En effet: 



z = — z 






1 + e~ ia 
1 - e~ ia 
ia / 1 + e- ia 



= i 



1 + e* 



1 — e“ 



= z 



1 - e ia 
z est un nombre reel. 
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1.4.2 Un nombre complexe non nul imaginaire pur 

z / 0 est un nombre imaginaire pur si l’un des cas suivants est verifies: 

1) Si la partie reelle est nulle. 

2) Soit z est egal a l’oppose de son conjugue. 

3) L’argument de z est congru a | modulo it. 

Exemple 65 Soit z = i + ^ on a alors: 

z = -i + -^.=- z 

=> z est un nombre imaginaire pur. 



5.4.5 1.5 RACINES CARREES D’UN NOMBRE COMPLEXE 

Pour determiner les racines carrees d’un nombre complexe z = x + iy, on cherche les nombres 
a et (3 tels que: 

(a + i/3) 2 = x + iy 



d’ou le systeme: 



a 2 — f3 2 = x 

< a 2 + (3 2 = \/ x 2 + y 2 (equation entre les deux modules) 

2 a(3 = y. 



ce qui perrnet de definir a 2 et (3 2 puis a, (3 en utilisant le signe entre a et j3. 
Exemple 66 Calculer les racines carrees de z = 3 — 4*. 
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On resout le systeme suivant: 



a 2 — (3 2 = 3 
a 2 + (3 2 = 5 
2a/3 = -4. 

=> 2a 2 = 8 =>- a 2 = 4 

et (3 2 = 1 mats a(3 < 0 

d’oii les racines sont : z\ = 2 — i et Z 2 = — 2 + i . 

5.4.6 1.6 RACINES n-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL 

Pour trouver l’ensemble des racines n-iemes de z ^ 0, on commence d’abord par le rnettre sous 
forme trigonometrique, en suite on cherche une racine n-ierne, puis on multiplie par les racines 
n-iemes de l’unite (l = e* 2fc?r ) Uk = e l ~ avec k = {0, 1, 2, n— 1} . 

Exemple 67 Trouver les racines cubiques de z = 4\/2 (1 + i) . 

En effet: 
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5.4.7 1.7 FACTORISATION D’UN POLYNOME REEL 



Remarque 68 Quandt on cherche a factoriser un polyndme reel P et qu 'on a trouve une racine 
imaginaire z, alors z est aussi une racine de P. 

Exemple 69 Factoriser le polyndme: P = z 3 — z 2 + z — 1. 

Comme z\ = i est une racine alors Z 2 = —i est aussi une racine et par suite par la methode 
d 'identification on trouve la troisieme racine. 

P = (z — i) (z + i) (z — 1) . 

5.4.8 1.8 LA FORMULE D’ EULER 

La formule d’Euler est l’ecriture des deux fonction cosinus et sinus en fonction des fonctions 
exponentielle qui est utile pour lineariser les expressions 

sous la forme cos m x sin™ x avec m, n G N et dans le chapitre des integrales par exemple. 
Alors on a: 

id , -id id __ -id 

ye G M, cos 0 = et sin0 = . 

’ O O' 



Exemple 70 Lineariser cos x sin 2 x. 



e lx + e 



cos x sm x = 



2 i 



= — (e i3x - e ix - e~ ix + e ~ i3x ) 



— - (cos 3x — cos x) . 
4 



5.4.9 1.9 LA FORMULE DE MOIVRE 



Pour calculer cos [nx) et sin (ns) en fonction de puissances de cosx et sin a;, on utilise la formule 
de rnoivre: 

ye e M,Vn G Z, (e ie Y = e in6 . 
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Exemple 71 



cos 5x 
done 



Re (e 5ia: ) et sin 5x = Im (e 5ix ) 

(cos a: + i sinx) 5 

cos 5 x — 10 cos 3 x sin 2 x + 5 cos x sin 4 x + i (5 cos 4 x sin x — 10 cos 2 x sin 3 x + sin 5 x) 
cos 5x = cos 5 x — 10 cos 3 x sin 2 x + 5 cos x sin 4 x 
sin 5x = 5 cos 4 x sin x — 10 cos 2 x sin 3 x + sin 5 x 



5.4.10 1.10 SIMPLIFICATION DE SOMMES DE COSINUS OU BIEN SI- 

NUS 

Pour simplifier une sornrne de cosinus (resp. de sinus) on introduit les fonctions exponentielles 
qui est par suite une sornrne d’une suite geomerique. 

Simplifier: 

S n = 1 + cosx + cos2x + ... + cos nx. 



En effet: 



n n n 

S n = ^ cos kx = R e ^2 e ^ kx ^ = Re ^2 

k = 0 k = 0 k = 0 



e’est une suite geometrique dans le premier terrne est 1 et de raison e lx . Alors: 



De rnerne: 



1) si x 6 27tZ => S n = n + 1 



2)si x S n = Re 



l _ e ix(n+l) 



= Re 



= cos 



*(¥) 



sin 



1 - e 2 * 
(n+ l)x ’ 



sm 2 



• (n+l)x 

fnx\ sin v 2 J 
’ sin f 



n 

^2 s i n kx 

k = 0 




sm 



(w+l) 



Sm 2 



X 
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5.5 Exercices: 



Exercice 01: Determiner le module et un argument des nombres complexes: 



a)l + i V3, 2 — 2 i. 

(supp) b) 3 + iVS, — 1 + iVS, 1 + z— , cos (—a) + i sin a pour a 6 
Exercice 02: Resoudre dans C : 



z 2 — 2 z (cos 9 + i sin 0) + 2 i sin 6 (cos 6 + i sin 9) = 0, 0 etant un parametre reel. 



Exercice 03: 



(1) Calculer les deux sommes: 



a) U n = 1 + a cos 6 + a 2 cos 26 + ... + a n cos n 9. 

b) U n = 1 + a sin 9 + a 2 sin 29 + ... + a n sin n 6 . 



et leurs limitest/ et V lorsque n — ► +oo. 



(2) Quelle condition faut-il imposer a z pour que:|z + 5| = \z — i |? 



Exercice 04: a) Determiner les racines cubiques de: 



z\ = 1 + i, (supp)et Z 2 = 



1 + iV3 
1-iVS 



b) Si t G M, determiner les racines n t&mes de Z 3 = ■ 



Exercice 05: Resoudre dans C: 



z 2 + z + 1 = 0, (supp)z 2 + z- 1 = 0, (supp) 4z 2 - 10 z + 4 = 0, (supp) z 2 = z - 2 

z 4 = 1, (supp) z + 2 + Z 2 = 3z, (supp) z 2 -z + 1 = 0 , (supp)z 4 + - 12 = 0. 
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Exercice 06: Montrer que pour tout A 6 M, le nornbre complexe z 
z € C, existe-t-il A G M tel que: z = 



est de module 1. Pour quels 
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Partie VI 

Structures algebriques. 



134 




Les notions qui suivent presentent de l’interet sur le plan terminologique que structurel 



avant d’aborder l’etude des espaces vectoriels. 



5.5.1 1.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES 

1.1.1 Loi de composition interne 

Soient E et F deux ensembles non vides, et / une application de E x E dans F. Si / (E x E ) 
est inclus dans E, alors / est une loi de composition interne sur E. Qu’on la note: 



x * y on x j y ou x 1 y... 

Exemple 72 L ' addition et la multiplication sont des lois de composition internes sur N, Z, Q, M 
et C mais la soustraction nest pas interne sur N. 

1.1.2 Commutativite 

Une loi de composition interne * sur E est dite commutative si: 



pour tout x,y € E,x * y = y * x. 



Exemple 73 L 'intersection et la reunion sont des lois de composition internes commutatives 
sur V ensemble des parties d’un ensemble. 



1.1.3 Associativite 

Soit * une loi de composition interne definie sur un ensemble E. * est associative ssi: 



pour tout x,y, z G E,x * (y * z) = (x * y) * z. 



Exemple 74 La composition des applications est une loi de composition interne associative. 
Par contre la loi de composition * definie dans Q par: 



x + y , 

x * y = — - — n est pas associative. 
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1.1.4 Element neutre 



Soit * une loi de composition interne definie sur un ensemble E. e est un element neutre 
pour la loi * dans l’ensemble E ssi: 

Vx £ E, x * e = e * x = x. 

Si, on outre, la loi * est commutative, il suffit de montrer que: 

Vx G E, x * e = x ou bien e* x = x. 

Exemple 75 1 est un element neutre de la multiplication dans M. 

Proposition 76 Si V element neutre existe alors il est unique. 

Preuve: Supposons par absurde qu’ils existent deux element neutres e\,e2 avec e\ / e-z- 

Par definition de l’elenrent neutre on a: 

Vx G E,x * e i = x e2 * ei = e2 

et Vx G E, e2 * x = x e2 * ei = ei 

= 4 - e\ = e 2 . 

■ 

1.1.5 Element symetrique 

Soit * une loi de composition interne definie sur un ensemble E et adnrettant un element neutre 
e. 

Deux elements x et x' sont symetriques pour la loi * si: 

x * x' = x' * x = e. 
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Si, on outre, la loi * est commutative, il suffit de trouver x' £ E tel que: 



x * x' = e ou bien x' * x = e 

Exemple 77 Le symetrique de x dans Z muni de V addition est:{—x) . 

Proposition 78 Si la loi * est associative, alors si V element symetrique existe il est unique. 

1.1.6 Element regulier 

On dit que a est un element regulier pour une loi * de composition interne definie sur un 
ensemble E s’il verifie: 



V.x, y £ E,(x*a = y*a)^x = y 
et \/x, y £ E,(a*x = a*y)^x = y 

Si, on outre, la loi * est commutative, il suffit de verifier l’un des deux implication. 
Exemple 79 Dans C muni de V addition, tout element est regulier. 

1.1.7 Distributivite 

Soient * et A deux lois de composition internes sur un ensemble E. Alors * est distributive 
par rapport a A ssi: 



Vx, y,z £ E, x * (y A z) = (x * y) A (x * z) 
et (y A z) * x = (y * x) A (z * x) 

Si, on outre, la loi * est commutative, il suffit de montrer l’un des deux egalite. 
Exemple 80 La multiplication est distributive par rapport, a V addition dans C. 

1.1.8 Partie stable 

Soit * une loi de composition interne definie sur un ensemble E. 

Une partie A est dite stable de E pour la loi *, si pour tout x,y £ A, x * y £ A. 
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Exemple 81 L 'ensemble des entiers naturels pairs est stable pour I'addition, par contre I’ensemble 
des entiers impairs n’est pas stable pour I'addition car: 

(3) + (5) = 8 qui est pair. 

1.1.9 Loi de composition externe 

Soient E. F.Q trois ensembles non vides, et / une application de U x E dans F. 
f est une loi de composition externe sur E a operateurs dans U, ssi: 

Vo £ fl, x £ E => / (a, x) £ E. 
f (a, x) est souvent notee : a • x. 

Exemple 82 Dans V ensemble des vecteurs la multiplication par un scalaire est une loi de 
composition externe. 

5.5.2 1.2 Structure de groupe 

1.2.1 Definition d’un groupe 

Un ensemble G muni d’une loi de composition interne * est un groupe si on a les trois proprietes 
suivantes: 

1- * est associative. 

2- G adrnet un element neutre correspond a *. 

3- Chaque element de G possede un symetrique par rapport a *. 

Si de plus: * est commutative alors le groupe est dit un groupe commutatif on bien un 

groupe abelien. 

Exemple 83 (Z, +) est un groupe commutatif. 

1.2.2 Proprietes des groupes 

Les definitions precedentes decoulent les proprietes suivantes: 

1- L’element neutre d’un groupe est unique. 
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Preuve: Par absurde supposons qu’ils existent deux element neutre e\ et alors: 



ei * e2 
et ei * e 2 
alors 



e\ car e 2 est un element neutre, 
e 2 car e\ est un element neutre, 
ei = e2- 



2- Le symetrique d’un element est unique, note x 

3- 



VxgG',V?/GG; ( x x ) 1 = x et (x * y) l =y 1 *x 1 . 

1.2.3 Sous-groupe 

Soit ( G , *) un groupe. Une partie H non vide de G muni de la loi * est dite un sous-groupe 
ssi: 



1- H contient l’element neutre. 

2 - 



\/x G H, \/y G H ; x *y G H. 



Vx G H: x - 1 G H. 



Exemple 84 On appelle le centre d ’un groupe G l 'ensemble definie par: 



C = {x G G tel que: Vy G G\ x * y = y * x} 



Montrons alors que: ( C , *) est un sous-groupe de G. 
1- On a: Vx G G; x * e = e * x =>• e G C. 
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2- Vxi £ G, Vx 2 £ G; alors: 



Vy £ G, (xi * X 2 ) * y = xi * (.X 2 * y) (Vassociativite), 

= xi * (y * x 2 ) ( x'i £ C), 

= (x\ * y) * x 2 (Vassociativite), 

= {y* a+) * x 2 ( X! £ C), 

= y * (x\ * x 2 ) (Vassociativite), 

=> xi * X 2 £ G. 

3- 

Vx £ G, Vy £ G; x _1 * y = (y _1 * x) 1 = (x * y _1 ) 1 ( car: x £ G) 

= y =t= x _1 =>• x _1 £ G. 

Conclusion: (G, *) est an sous-groupe de G. 

1.2.4 Proprietes des sous-groupes 

1- l’intersection des sous-groupes est un sous groupe, mais la reunion n’est pas un sous-groupe. 

Pour la preuve il suffit d’utiliser les proprietes des sous-groupes. Mais pour le contre exemple: 

On a: 

(2Z, +) , (3Z, +) sont deux sous-groupe de Z. 

Par contre : (2Z, +) U (3Z, +) n’est pas un sous-groupe de Z 

car : 2, 3 £ (2Z, +) U (3Z, +) mais 2 + 3 = 5$! (2Z, +) U (3Z, +) . 
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1.2.5 Homomorphisme de groupes 

Soient (G, *) et (G' , A) deux groupes, un homomorphisme / de (G, *) vers (G 7 , A) est une 
application: 



telle que: 



Exemple 85 



/ : G-^G' 

XI — > / (x) = x 7 

Vx € G, Vy G G / (x * y) = / (x) A / (y) 



/ : (r;, x )-(r,+) 

x i ^ / (x) = lnx. 



est un homomorphisme. 

5.5.3 1.3 Structure d’anneau 

(A, *, A) est un anneau si: 

1) (A, *) est un groupe commutatif. 

2) A possede un element neutre et elle est associative. 

3) La loi A est distributive sur la loi *. 

Si de plus la loi A est commutative, l’anneau est commutatif. 

5.5.4 1.4 Corps 
1.4.1 element inversible 

Un element x G K est inversible par rapport a la loi A s’il existe un element y 6 K telle que: 
x A y = y A x = e 2 , (e 2 est l’element neutre par rapport a A) 
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1.4.2 Structure d’un corps 



On dit que (K, *, A) est un corps si: 

1) (K, *, A) est un anneau. 

2) Tout element distinct de e (operation *) est inversible pour la loi A. 

Si de plus A est commutative, on parle de corps commutatif. 

Exemple 86 (M, +, x) est un corps commutatif, mais (Z, +, x) nest pas un corps. 

5.6 Exercices 



Exercice 


01: 


Donner le D.L 




(1) 


/ (*) 


= 2 + x 2 




(2) 


/ (a 


* = T+x 




(3) 


/ (*) 


= In (l + 




(4) 


/ (*) 


= e 2 ’ 4 (x 3 


Exercice 


02: 


(1) Calculer le 



les cas suivants: 

a) f (x) = e x sinx, b) / ( x ) = c) f (x) = (1 + cosx) \/x + 1 d) / (x) = Vx 2 + e“ 3 

(2) Calculer le developpement limite a l’ordre 2 au point x=l de la fonction g definie par: 



In x 

g x) = — . 
x z 



Exercice 03: 

(1) Calculer le developpement limite a l’ordre 2 au point x=0 de la fonction / definie par: 

/ (x) = In (1 + x) + \/l + x 
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(2) En utilisant la notion du D.L, calculer les limites suivantes: 



lim (1 + x) x , lim 
z->o a:->o+ V x 



tan x 



, (Supp) lim 



9^1 + x + x 2 — 3x — 9 



(Supp) lim 



e* — cos - ^ (Supp) lim ^ 

1 — a/1 — ' 



- 1 



( 3 ) 



(4) (supp) 



( 5 ) 



Exercice 04: 



(1) 

(2) 

( 3 ) 

Exercice 05: 



Calculer le developpement lirnite a l’ordre 3 au point 0 puis interpreter pour le prolonge- 
rnent par continuite, la derivabilite, la position par rapport a la tangente dans les cas 
suivants: 

a) / (x) = b) (supp) / (x) = hl(1 + ' l) 

x sm x 

Calculer le developpement lirnite a l’ordre 2 au point 0 de la fonction / definie par: 



/ (*) = 



ln(l +x) — x + 



En deduire que / se prolonge en une fonction g continue et derivable sur ] — 1, +oo[ . Donner 
les valeurs de g (0) et g ' (0) . 

Calculer le developpement lirnite a l’ordre 3 au point 0 de la fonction g definie par: 



g (x) = (l + x + x 2 ) 



2\ b 



Sur M — {1} on definit la loi * cornrne suit: 



x*y = x + y + xy 



Verifier que * est une loi de composition interne. 
Montrer que (M — {1} , *) est un groupe commutatif. 
Resoudre l’equation: 2*3*x*5 = 5*3. 

Soit (G,*) un groupe, H \ , If 2 deux sous groupes de G. 
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(1) Montrer que H\ fl H -2 est aussi un sous groupe de G. 



(2) Donner un exemple ou H \ U n’est pas un sous groupe de G. 

(3) On note C = {x e G'Vy e G,x * y = y * x} le centre de G. Montrer que C est un sous 
groupe de G. 

Exercice 06: 



(1) Exprimer sin2x et cos2x en fonction de tanx. 

(2) calculer les reels x et y tels que arcsin x = 2 arctan | et arccosy = 2 arctan 
Exercice 07: Simplifier les expressions suivantes: 



sin (2 arcsin x) , cos (2 arcsin x) , cos (3 arctan x) et cos 2 ( - arctan x 



Exercice 08: 



(1) 

(2) 

Exercice 09: 
Exercice 10: 



Verifier que: Si a + b / | + kir, k £ Z, alors tan (a + b ) 
Montrer que: 2 arctan ^\/l + x 2 — x^j + arctan x = 
Montrer que pour tout sin (arctan x) = ^=f • 

Montrer que si x et y £ M avec xy / 1 : 



tan a+tan b 
1— tan a tan b ' 



arctan x + arctan y 



avec 



arctan 



f x + y \ 
V I - xy) 



+ kir 



k 



0 si xy < 1 

< 1 si xy > 1 , a; > 0 et y > 0 

— 1 si xy > 1 ,x<0ety<0 



5.7 Le corrige: 



Exercice 01: Donner le D.L a l’ordre 3 et a l’ordre 4 au voisinage de 0 de / dans les cas suivants: 
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(1) / (x) = 2 + x 2 — 2x 3 + 5i 4 



/ (x) = 2 + x 2 — 2x 3 + x 3 e ( x ) avec e (x) — > 0 qd x — > 0 (a l’ordre 3). 
/ (x) = 2 + x 2 — 2x 3 + 5 x 4 (a l’ordre 4). ( le reste est nul) 



(2) f (x) = on a: 



/ ' (x) = g > / " I 21 ) = q ! / ® (a:) = 

V ' (1 + x) 2 V ' (1 + x) 3 V ' 

Alors:/ (x) = 1 — x + x 2 — x 3 + x 3 £i (x) avec E\ (x) 



2 ‘ 3 et / ( 4 > (x) = 2 ' 3 ' 4 



(1 + x) 



(1 + x)" 



0 qd x — > 0 (a l’ordre 3). 



:/ (x) = 1 — x + x 2 — x 3 + x 4 + x 4 £2 (®) avec £2 (x) — ► 0 qd x — > 0 (a l’ordre 4). 

(3) / (x) = In (1 + 3x 2 ) la notion du compose 

On a: In (1 + u) = u — \u 2 + |n 3 — \u A + u a e ( u ) avec £ (it) — > 0 qd u — > 0 (a l’ordre 4). 
=+ / (x) = 3x 2 + x 3 £\ (x) avec E\ (x) — > 0 qd x — > 0 (a l’ordre 3). 

et / (x) = 3x 2 — \ (3x 2 ) 2 + x 4 ei (x) = 3x 2 — |x 4 + x 4 £i (x) avec £2 (x) — 0 qd x — > 0 (a 
l’ordre 4). 

(4) / (x) = e 2 ’ 4 (x 3 — x — l) la notion du produit 

On a: e u = 1 + u + ^ u 2 + ^rt 3 + ^u A + u a e ( u ) avec £ (u) — ■> 0 qd u — > 0 (a l’ordre 4). 

=>• e^ 4 = 1 + x 4 + x 4 £ (x) — > 0 qd « — > 0 (a l’ordre 4). 

=> f (x) = — 1 — x + x 3 +x 3 £i (x) avec £1 (x) — > 0 qd x — > 0 (a l’ordre 3). 

et / (x) = — 1— x + x 3 — x 4 +x 4 £2 (x) avec £2 (x) — >• 0 qd x — > 0 (a l’ordre 4). 



Exercice 02: (1) Calculer le developpement lirnite a l’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction / dans 
les cas suivants: 

a) / (x) = e x sinx, on a: e x = 1 + x + ^x 2 + x 2 £i (x) avec £ 1 (x) — > 0 qd x — > 0 (a l’ordre 
2 ). 

et sinx = x + x 2 £2 (x) avec £2 (x) — > 0 qd x — > 0 (a l’ordre 2). 

=> / (x) = x + x 2 + x 2 £ (x) avec £ (x) — > 0 qd x 0 (a l’ordre 2). 
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b) f (x) = , on a: In (1 + x) = x — \x 2 + x 2 E\ (x) avec E\ (x) — > 0 qd x — > 0 (a 

l’ordre 2). 

et cosx = 1 — \x 2 + x 2 E2 (x) avec £2 (x) — > 0 qd 1 - > 0 (a l’ordre 2), 
alors apres la division suivant les puissances croissantes on trouve: 

/ (x) = x — \x 2 + x 2 e (x) avec e (x) 0 qd x — > 0 (a l’ordre 2). 

c) / (x) = (1 + cosx) \fxA ^\ 1 , on a: (1 + cosx) = 2 — | x 2 + x 2 £\ (x) avec E\ (x) — > 0 qd 

x — > 0 (a l’ordre 2), 

et \Jx + 1 = 1 + \x — |x 2 + x 2 £2 (x) avec £2 (x) — * 0 qd x — > 0 (a l’ordre 2), (la notion 
du produit) 

=> f (x) = 2 + x— ^ — ^ + x 2 £ (x) = 2 + x — + x 2 £ (x) avec £ (x) — ■> 0 qd x — ► 0 (a 

l’ordre 2). 

d) / (x) = Vx 2 + e~ x , on a: e u = 1 + u + ^ u 2 + tt 2 £i (u) avec £1 (u) —> Oqd u — > 0 (a 
l’ordre 2). 

=>• e~ x = 1 — x + jfX 2 + x 2 £2 (x) — * 0 qd x — * 0 (a l’ordre 2) 

=$■ x 2 + e _a; = 1 — x + |x 2 + x 2 £2 (x) avec £2 (x) — > 0 qd x - > 0 (a l’ordre 2) 

rnais: y /1 + u = 1 + \u — |u 2 + m 2 £3 (x) avec £3 (x) -> 0 qd x -> 0 (a l’ordre 2), la 

notion du compose 

/ (x) = 1 + \ (—x + |x 2 ) — |x 2 + x 2 £ (x) = 1 + — | + |x 2 + x 2 £ (x) avec £ (x) — > 0 qd x — > 0 
( a l’ordre 2). 

( 2 ) Calculer le developpement lirnite a l’ordre 2 au point x=l de la fonction g definie par: 

In x 

g x) = — . 
x z 

lnx = (x — 1) — g (x — l) 2 + (x — l) 2 £1 ((x — 1)) avec £1 ((x — 1)) — > 0 qd x — > 1 ( a 
l’ordre 2). 

et x 2 = 1 + 2 (x — 1) + (x — l) 2 + (x — l) 2 £2 ((x — 1)) avec £2 ((x - 1)) -> 0 qd x -> 1 ( a 
l’ordre 2). 

alors apres la division suivant les puissances croissantes de (x — 1) on trouve: 
g (x) = (x — 1) — | (x — l) 2 + (x — l) 2 £ ((x — 1)) avec £ ((x — 1)) — ■> 0 qd x — > 1 (a l’ordre 

2). 
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Exercice 03: 



(1) Calculer le developpement limite a l’ordre 2 au point x=0 de la fonction / definie par: 



/ (x) = In (1 + x) + y/l + : 



On a: In (1 + x) = x — ^x 2 + x2£ i ( x ) avec ( x ) — > 0 qd x — > 0 (a l’ordre 2) 



et \/l + x — 1+1— — — 



avec £2 (x) -> 0 qd x -> 0 (a l’ordre 2) ce qui implique 



que: 



/ (x) = 1 + ix — + x 2 e (x) avec £ (x) — > 0 qd x — > 0 (a l’ordre 2) 



(2) En utilisant la notion du D.L, calculer les limites suivantes: 



lim (1 + 3 + , lim ( 1 1 “°' , (Supp) lim + f ~ 3 * z l 

x^O x-> 0 + \ X J x^O X 3 



1 



(Supp) lim C ° S x , (Supp) lim -^ ±£ - 

ai— >+oo 2 _ + _ 1 x^O X 



- 1 



En effet: 



lim (1 + s)« = lim e^ ln(1+x) = lim e = e 



a ?— >0 



a ?— >0 



a ?— >0 



lim ( — ] 

a ;— > 0 + \X J 



tana? 



= lim e tanx ln (^) = lim e~ tanx lnx 

x ^ 0 + x —> 0 + 

= lim e ~{ x + x2 < x )) = i 

x^0+ 



(3) Calculer le developpement limite a l’ordre 3 au point 0 puis interpreter pour le prolonge- 
rnent par continuity, la derivabilite, la position par rapport a la tangente dans les cas 
suivants: 

a) / (x) = b) (supp) / (x) = hl(1 + X ^ 



X 



smx 



e x - 1 (l + X + 4x 2 + 4x 3 + jfX 4 + X 4 £ (x)) - 1 1 1 2 1 , , . , , . 

= — — = 1+— x-\ — -,x~+—x s +x s e(x) avec six) 

x x 2! 3! 4! v 



0 qd x 
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Alors / est prolongeable par continuite avec: 



F 



x 



e x —l 



si X / 0 



1 si x = 0 



est le prolongement de /. 



qui est derivable dans M en particulier en 0 avec F' (0) = ^ En plus P equation de 

la tangente est: y = \x + 1 rnais: 

= 1 + ^|X+^yX 2 + jfX 3 + x 3 e (x) avec £ (x) —>■ 0 qd x — > 0 done puisque le terrne 
d’ordre 2 est positif alors le graphe de la fonction est au-dessus de la tangente. 

(4) (supp) Calculer le developpement lirnite a l’ordre 2 an point 0 de la fonction / definie par: 



/ (*) = 



ln(l + x) - x + 



En deduire que / se prolonge en une fonction g continue et derivable sur ] — 1, +oo[ . Donner 
les valeurs de g (0) et g ' (0) . 

(5) Calculer le developpement lirnite a l’ordre 3 au point 0 de la fonction g definie par: 



g (x) = (l + x + x 2 ) 



2\b 



g(x) = ( l + x + x 2 )* = e* ln ( 1 +- T + 2 ’ 2 ) 

On a: In (1 + u) = u — \u 2 + | u 3 — \u A + u A e (u) — > 0 qd u — ► 0 (a l’ordre 4), done si on 
pose: u = x + x 2 

on trouve: In (l + x + x 2 ) = x + ^ — |x 3 + ^ + x A £\ (x) (on tronque que les terrnes d’ordre 
<4) 

4 in (l + x + x 2 ) = 1 + | — |x 2 + ^ + x 3 £\ (x) rnais: e u = 1 + u + ^ u 2 + ^n 3 + u 3 e 2 (rx) 
avec £2 (xx) — > 0 qd m - > 0 (a l’ordre 3). 

-v. e \ ln i 1 + x + x2 ) = gl+f-f^+^+adeila:) _ g e |-|a: 2 + ^+x 3 £i(a;) 

Done il suffit de rernplager dans le D.L de e u le u par (§ - \x 2 + f)(on tronque que les 
terrnes d’ordre < 3) 
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=4* g (x) = e (l + | - ^§x 2 - ^x 3 + x 3 e (x)) 

Exercice 04: Sur M — {1} on definit la loi * comine suit: 

x*y = x + y — xy 

(1) Verifier que * est une loi de composition interne. 

Montrons que: Vx, y G M — {1} alors: x*y£M — {l}-i4*x + y — xy/1 
Si x + y — xy = 1 =4* x + y — xy — 1 = 0 => (1 — x) (y — 1) = 0=^x = 1 ou y = 1 
(contradiction) 

Alors * est une loi de composition interne. 

(2) Montrer que (M — {1} , *) est un groupe commutatif. 

a) Montrons que * est associative^ Vx, y, z G M — {1}; (x * y) * z = x * (y * z)7 

Soient x,y,z6R - {1} ; (x * y) * z = (x + y — xy) * z = (x + y — xy) + z — (x + y — xy) z 
et x * (y * z) = x * (y + z — yz) = x + (y + z — yz) — x{y + z — yz) (par identification des 
deux resultats) 

= 4 * (x * y) * z = x * (y * z) 

b) Montrons que * est commutative-^* Vx, j/£l-{l}; x * y = y * x 

Soient x,j/eR - {1} -,x * y = x + y — xy = y + x — yx = y * x 
Alors * est une loi commutative. 

c) Montrons que * adrnet un element neutre<4> Be 6 K — {1} tel que Vx G I - {1}; x * e = 
e * x = x? 

Puisque * est commutative alors il suffit de montrer que: x * e = x 
x*e = x44>x + e — xe = x=^*e(l — x) = 0=^e = 0 car x G M — {1} 

d) Montrons que chaque element x £ M — {1} adrnet un element symetrique note x^ 1 tel 
que: x * x _1 = x~ x * x = e = 0 
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Puisque * est commutative alors il suffit de resoudre l’equation x * x^ 1 = 0<tt>x + x _1 — x 
x^ 1 = 0 x + x _1 (1 — x) = 0 => x 

qui est bien defini car x G R — {1} . 

Conclusion: (M — {1} , *) est un groupe commutatif. 

(3) Resoudre l’equation: 2*3*x*5 = 5*3.( utilisant la notion de l’element symetrie) 

2*3*x*5 = 5*3<tt>3*x*5 = 2*5*3<tt>x*5 = |*2*5*3 < tt > x = ^*2*5*3*| 

■w* x = | * (—3) *3*|<tt>x=§*9*|<tt>x = (—3) *| = 2 

Exercice 05: Soit (G,*) un groupe, H\ , Hi deux sous groupes de G. 

(1) Montrer que Hi n Hi est aussi un sous groupe de G. 
a) Montrons que H\ n Hi contient l’element neutre? 

Hi, H 2 sont deux sous groupes de G et l’element neutre de G unique^ e G H\ et e G H 2 => 
e G H\ n Hi ■ 

b) Montrons que: Vx G Hi n H 2 , Vy G Hi (~l H 2 => x * y G Hi (~l Hp 

Soient x, y G Hi fl H 2 => x, y G Hi et x, y G Hi => x * y G Hi et x * y G H 2 car H 1 , Hi sont 

deux sous groupes de G => x * y G Hi n Hi. 

c ) 

2-Montrons que: Vx G Hi fl Hi =$■ x _1 G Hid Hi? 

Soit x G Hi n Hi =G- x G Hi et x £ Hi puisque l’element symetrique est unique et Hi, Hi 
sont deux sous groupes de G 

alors: x -1 E Hi et x^ 1 £ Hi => x _1 E Hi fl Hi. 

Conclusion: H 1 fl Hi est aussi un sous groupe de G. 

(2) Donner un exemple ou Hi U Hi n’est pas un sous groupe de G. 

Si on pose: G = Z, Hi = {2k, k G Z} et Hi = {3k, k G Z} . Alors: (G, +) est un groupe et 

H 1 , Hi sont deux sous groupes de G. 

Alors: 2 g Hi U Hi et 3E Hi U Hi rnais: 2+3=5^ Hi U Hi =>■ Hi U Hi n’est pas un sous 
groupe de G. 
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(3) On note C = {x e G'Vy e G,x * y = y * x} le centre de G. Montrer que C est un sous 
groupe de G. 

a) Montrons que: e £ Cl 
\/y€G; e*y = y*e = y^e€C 

b) Montrons que: Vxi, X 2 £ C =$■ x\ * X 2 £ Cl 

Soient xi, X 2 £ C et y £ G => (x\ * X 2 ) * y = xi * (a : 2 * y) car * est associative 
= x\ * (y * X 2 ) car X 2 £ C 
={x\ * y) * x 2 car * est associative 
=(y * x{) * X 2 car X 2 £ C 

—y * (x\ * X 2 ) car * est associative^- x\ * X 2 £ C 

c) Montrons que: Vx £ C => x~ l £ Cl 
utilisant le fait que: (a * 6) _1 = b _1 * a~ l et (a -1 ) 1 = a 
x 1 * V = (iT 1 * x) 1 = (x * y^ 1 ) 1 car x £ C 
—y * x => x^ 1 £ C 
Conclusion: C est un sous groupe de G. 

Exercice 06: 

(1) Exprimer sin2x et cos2x en fonction de tanx. 

2 sin x cos x 

sm 2x = 2 sm x cos x = — p — 

cos 2 x + sin x 

2 St 2 tanx 

1 sin^q; 1 _|_ tail 2 X 
cos 2 a; 



2 sin x cos x 
cos 2 x 

cos 2 x -|-sin 2 x 
cos 2 x 



cos 2x 



2 . 2 cos2 ^ — si 11 " x 

cos x — sin x = — „ — 

cos 2 x + sin x 

_ l~tan 2 x 

1 , slid a- 1 _|_ tan 2 X 
rns 2 rr 



cos 2 x— sin 2 a: 
cos 2 x 

cos 2 ai+sin 2 a? 
cos 2 x 



(2) calculer les reels x et y tels que arcsinx = 2 arctan | et arccosy = 2 arctan 
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arcsin x = 2 arctan | =>• sin arcsin x = sin (2 arctan |) 
arccos y = 2 arctan | cos arccos y = cos (2 arctan |) 



2 tan arctan | 2 ^ 24 

1+tan 2 arctan | 1+y^ 25 

1 — tan 2 arctan | 1 — 7 

1+tan 2 arctan | 1+^ 25 



Exercice 07: Simplifier les expressions suivantes: 



sin (2 arcsin x ) , cos (2 arcsin x) 



cos (3 arctan x) et cos 2 



/ 1 

I - arctan x 



1) sin (2 arcsin x) = 2 (sin arcsin x) (cos arcsin x) 



mais: 



cos arcsin x 



= v / n: 



sin arcsin x 



= \J 1 — x 2 => sin (2 arcsin x) = 2x\/ 1 — x 2 



2) cos (2 arcsin x) = 1 — sin 2 (2 arcsin x) = \/l — 4x 2 (1 — x 2 ) 

3) cos (3 arctan x) on a: cos 3 u = 4 cos 3 u — 3 cos u (formule de Moivre) 



et 



1 + tan 2 u = 



1 

cos 2 u 



±1 



cosu = 



Vl + tan 2 u 

mais si on pose: u = arctan x est compris entre — §■ et Done cos u > 0 d’ori: 



cos arctan x 



+1 1 

yjl + tan 2 [arctan x] Vl + x 2 
cos (3 arctan x) = 4 cos 3 (arctan x) — 3 cos (arctan x ) 
4 1 _ 1 - 3x 2 

(1+X 2 )2 (1+X 2 )2 (1+X 2 )2 



pour: 



cos" | - arctan x on a 
2 



2 1 + cos 2z 

cos z = 



cos" arctan xj = 

Vl+x 2 _ + *'C 2 + 1 

2 _ 2Vl + x 2 



1 + cos (arctan x) 
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Exercice 08: 



(1) Verifier que: Si a + b / | + kir, k £ Z, alors tan (a + b) = 



tan (a + b) = 



sin (a + b ) cos a sin 6 + sin a cos b 

cos (a + b ) cos a cos b — sin a sin b 

tan j> + tan a 

cos o cos b- sin a sin b 1 - tail a tail b 

cos a cos o 



(2) Montrer que: 2 arctan ^\/l + x 2 — x'j + arc tan x = 

Calculons: la derivee de: 2 arctan ^ V 1 + x 2 — x^j + arctan x 
^2 arctan ( \/l + x 2 — x') + arctan s') = 2 (^ 1+3: ( _v) — — o — Vkh? 



+ A =2; 



l+(vT+^— #) 2 l+(v^+^-rr) 2 1+^ 2 l+l+:r 2 +ai 2 — 2#\/l+:r 



x — yi+ X^“ 

\/ 1+x 2 1 _ 1 _l_ 1 

VT+x^(vT+x^— x) 1+x 2 1+x 2 1+x 



~ [j + i = 0 => 2 arctan ( \/l + x 2 — x ) + arctan x = a 



aveca = cste.(pour x = 0 =i> a = 



Exercice 09: Montrer que pour tout x £ M, sin (arctan x) = 



Vl+x 2 



En efftet: posons y = arctan x, done y £ ] — | [ et x = tany 

II s’ensuit que 



2 1 + x 2 



tany 

'l + tan 2 y 



= |cosy|tany = cosy tan y = siny = sin (arctan x) 



Exercice 10: Montrer que si x et y £ R avec xy ^ 1 : 



arctan x + arctan y = 



arctan (^±M +fc7r 

\i - X V J 

0 si xy < 1 

k = < 1 si xy > 1 , x > 0 et y > 0 

— 1 si xy > 1 ,x<0ety<0 
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II suffit de poser la fonction: 



arctan x + arctan y — arctan 



x + y 
1 — xy 



apres calcul: 



/ ' (x) = 0 si x / - =b / est constante dans 
V 



1 [ 1 1 

— oo, - U +oo 

y V \ y 



1) Si X < l 



lim / (x) = — 



7 r / 1 

— b arctan y — arctan 

2 V y 



TT ( 1\ 

b arctan y — arctan - = 

2 \yJ 



— tt si y < 0 
0 si y > 0 



done: 



/ (®) = 



0 si xy < 1 et y > 0 
— 7T si xy >1 et y < 0 



done necessairement x < 0 



1) Si x > J 



lim / (x) = 



7r si y < 0 
0 si y > 0 



done: 



/ (*) = 



0 si xy < 1 et y < 0 
7T si xy > 1 et y > 0 



done necessairement x > 0 



Conclusion: 



/ (*) = 



— 7T si xy > 1 et y < 0 et x < 0 
0 si xy < 1 

7T si xy > 1 et y > 0 et x > 0 
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Partie VII 

Espaces vect oriels: 
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5.8 Introduction: 



Sur les vecteurs, au sens de la geometrie elementaire, c’est-a-dire tels qu’on les rencontre en 
physique elementaire, on a pu definir deux types d’operation : l’addition et la multiplication 
par un reel. Dans ce chapitre, nous allons generaliser ces notions en leur donnant une portee 
plus abstraite, done plus vaste. 



5.9 Definition d’un espace vectoriel: 

On dit qu’un ensemble E est un espace vectoriel ( ou possede une structure d’espace vectoriel) 
sur un corps commutatif k ( le plus souvent M ou C) si on peut definir sur les elements de E 
(appeles vecteur) deux operations, ou lois de composition: 

5.9.1 L’addition: (notee +) 

Cette operation interne fait de (E,+) un groupe abelien. 



5.9.2 Une operation externe, la multiplication par un element de k : 

Cette loi externe (produit note au) possedant les proprietes suivantes: 



Vo, (3 


G k, Vu,v 


a (u + v) 


= au + av 


(a + (3)u 


= au + flu 


a (Pu) 


= (ct/3) u 


l.u 


= u (1 el 



E : 

(distributivite sur E) 
(distributivite sur k) 

nt 1’ element unite de k) 



5.10 Exemples: 

Les ensembles suivants possedent des structures d’espaces vectoriels sur K (event uellement C): 
l’ensemble des polynomes a une variable, de degre inferieur ou egal a n\ 

1 ’ensemble des fonctions continues sur un intervalle I; 
l’ensemble des suites reelles ou complexes; 
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par contre l’ensemble des polynomes a une variable, de degre egal a n G N* n’est plus un 
espace vectoriel car le polynome nul ( l’element neutre) n’est plus de degre n. 

5.11 Proprietes immediates des operations dans un espace vec- 
toriel: 

Des axiomes de definition, il resulte: 

1) \/u G E, 0 .u = 0 e-{0e est l’element neutre de E). 

2) Vck G k, a.OE = 0 e- 

3) Vck 6 k,Vn G E, a.u = 0 e => a = 0 ou « = 0^;. 

4) \/u G E, (—1) u = —u. 

5) V (a, (5) G k 2 Vu G E — {0^;} art = f3u ^ a = f3. 

6) VaGk* V ( u , v ) G E 2 au = av => u = v. 



5.12 Sous -espaces vectoriels: 

On appelle sous-espace vectoriel (on note s.e.v)d’un espace vectoriel E, sur un corps k, 
toute partie de E qui possede la structure d’espace vectoriel sur k. Pour qu’une partie non vide 
F d’un espace vectoriel E soit un sous-espace de E, il faut et il suffit que toute combinaison de 
deux vecteurs de F soit un vecteur de F. c’est a dire: 



1) F 


+ 


0 


2) Vrt, v 


G 


F, u + v G F 


3 )Va 


G 


k, VuGF,otGF 



5.12.1 Exemples: 

1) l’ensemble des suites convergentes est un sous-espace de l’ensemble des suites reelles ou 
complexes. 

2) A = {(x, y, z ) ; x = y = z] est un sous-espace de M 3 . 
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3) B = {(x,y, 1)} n’est pas un sous-espace de R 3 car (x,y, 1) G B mais 3(x,y, 1) = 
(3x, 2>y, 3) i B. 

Proposition 87 Si F esi un s.e.v de E alors il contient V element neutre de E. 

Preuve: F est un s.e.v de E => F ^ 0 =$■ 3u £ F =$■ si a = 0 alors d'apres 3) Og 6 f. ■ 

Remarques: 

0 est 1’ element neutre de R. 

(0,0) est 1 ’element neutre de R 2 . 

(0, 0, 0) est l’element neutre de R 3 . 

Le polynome nul est 1’ element neutre de l’ensemble des polynomes. 

La fonction nulle est l’element neutre de l’ensemble des fonctions. 

Done d’apres la proposition pour montrer que F / 0 e’est pratique de voir l’element neutre 
par exemple (0,0,0) ^ B =>■ B n’est pas un s.e.v de R 3 . 

5.13 Intersection et la reunion de deux sous-espaces: 

-L’intersection de deux sous-espaces vectoriels (et done d’un nornbre fini) de E est un s.e.v de 
E. 

En effet: soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E alors: 

1) Oj3£FetOEGG4-OE£FnG=tFnG/0. 

2) Mu, »eFnG=tu£F, r 6 F et M £ G, v&G^u + v& Fetu + v& G car F et G sont 
tous les deux des s.e.v deF=tu + w£FnG. 

3) Ma £ k,Vn £ F n G => u G F et u G G => au G F et au G G =$■ au £ F n G . 

Conclusion: F n G est un s.e.v de E. 

-Par contre la reunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est plus un s.e.v de F.En effet: 
Exemplel: Soient A = {(x,0) ,x G R} et B = {(0,y) ,y G R} deux s.e.v de R 2 car par 
exemple pour l’ensemble A on a: 

1) (0, 0) G A =t- A ^ 0. 

2) Mu, v G A =3- u = (a, 0) , v = (6, 0) => u + v = (a + b, 0) G A. 
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3) Va £ R, Vu £ A =>■ u = (a, 0) =>■ a« = (aa, 0) £ A. 

Conclusion: A est un s.e.v de R 2 . 
de rneine pour l’ensemble B. 

Alors u = (1, 0) £ A C AuB et v = (0, 2) £ B C A.U.B mais u+v = (1, 2) ^ AuB A.U.B 
n’est pas un s.e.v de R 2 . 

Exemple2: Soient E = {2/c, fe £ Z} et i 7 = {3k, k £ Z} deux s.e.v de Z car par exemple 
pour l’ensemble E on a: 

1) 0 £ E => E / 0. 

2) \/u, v £ E => u = 2k, v = 2k' u + v = 2 (fc + fc') £ E. 

3) Va £ Z, Vu £ E u = 2k =$■ au = 2 (aiv) £ E. 

Conclusion: E est un s.e.v de Z. 
de rnerne pour l’ensemble F. 

Alors u = 2^EcEUFetv = 3^FcEUF mais «tJ) = 5^£UF^ 

E U F n’est pas un s.e.v de Z. 

5.14 Somme de sous-espaces. Somme directe: 

5.14.1 Somme de sous-espaces: 

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors la sornrne de F et G est define par: 

F + G = {u £ E tel que u = u\ + ui avec u\ £ F et U 2 £ G} 

5.14.2 Somme directe: 

On dit que la sonirne F + G est directe, ou encore que F et G sont supplementaires vis-a-vis de 
E, si la decomposition u = u\ + U 2 d’un element quelconque de E en sornrne de deux elements 
de F et G est unique. Et on note: 

E = F® G 
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autrement on a: 



E = F®G +> < 



Exemple: Dans M 3 les deux s.e.v suivants: 



E = F + G 
et 

FnG = {0 S } 



F = {(x, y, z ) ; x = y = zj et G = {(x, y, 0) ; x, y G 



sont supplement aires. En effet: 



a) On a: 


M 3 


1) F 


C 


2 )V« 


6 


b) 1) on 0 b; 


g 


2) si u 


G 



= 4 > 



F + G car 

M 3 et G C M 3 =► F + G C M 3 . 

M 3 , u = (x, y, z) = (z, 2 , 2 ) + (x — z, y — z, 0) 6 F + G => M 3 C F + G 
F et Og G G car F et G sont deux s.e.v deF^OBGFnG^ {Ob} C F fl G. 
F n G =+ u G F et u G G =+ u = (x, x, x) et u = (x, y, 0) => x = y et x = 0 
u = (0, 0, 0) =t-FnGc {Ob:} • 



5.15 Famille de vecteurs d’un espace vectoriel: 

5.15.1 1) Dependance: 

Une famille (a,i) l<i<n de vecteurs d’un k-espace vectoriel (E, +, .) est liee ou lineairement depen- 
dants s’il existe Ai, A 2 , ..., A n G k non tous mils tels que, 

Aidi + A2O2 + ••• + A n a n = 0 b;. 

Exemple: 

Dans E = M 2 [x] (l’espace vectoriel des fonctions polynomes de degre inferieur ou egale a 2 
et a coefficients reels), les fonctions f\, f 2 , f:i 
definies pour tout iGR par: 

fi (x) = x 2 + 1, f ‘2 (x) = x 2 — 1 et /3 (x) = x 2 . sont liees. 
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En effet: soient Ai, A2, A3 £ M tels que:Ai/i + A2/2 + A3/3 = 0 



Ai + A2 + A3 — 0 
Ai — A2 = 0 

d’ou Ai = A2 = — il y a done une infinite de solutions X 3 J avec A3 reel 

arbitraire par exemple:(l, 1,-2) . 



5.15.2 2) Independance: 

Une famille {di) 1<i<n de vecteurs d’un k-espace vectoriel (E, +, .) est libre ou lineairement in- 
dependants si pour tout Ai, A2, A n £ k , 

Aidi + A2CI2 H" ••• + A n a n = 0 e Ai = A2 = ... = A n = 0 . 

Exemple: 

Dans M 3 les vecteurs A = (0, 1, 3) , B = (2, 0, — 1) et C = (2, 0, 1) sont libres car: 



Va, /3, 7 £ M a. A + f3B + 7 C = 0 => < 



2/3 + 2 7 = 0 

a = 0 a = l 3 = 7 = 0 

3a — /3 + 7 = 0 



5.15.3 3) Famille generatrice ou systeme generateur: 

Une famille de vecteurs (ai, 02, ..., a n ) d’un k-espace vectoriel (E, +, .) est dite generatrice de 
E ou engendre E si tout element u de E est combinaison lineaire de (a\, ai, ■■■, a n ) e’est-a-dire: 



V'« £ E, 3Ai, A2, •••, A n £ k tels que u = Ai.ai + X 2 M 2 + ... + A n .a n . 



Exemple: 

Dans M 2 les deux vecteurs u = (2, 3) et v = (—1, 5) est une famille generatrice car: 



Vw 



£ 



M 2 3Ai, A2 £ M tel que: w = 
j 2Ai - A 2 = x f A 

I 3Ai + 5A2 = y | A2 



(s, y) = A lU + X 2 v = Ai (2, 3) + A 2 (-1, 5) = (2Ai - A 2 , 3Ai + 5A 2 ) 

5 x+y 

1 ’ done (Ai , A2 )existe pour tout (x,y) £ M 2 . 

_ — 3x+2y 
13 
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5.15.4 4) Base: 

Une famille de vecteurs (ai,a, 2 , •••, a n ) d’un k-espace vectoriel (E, +, .) est une base de E si elle 
est a la fois libre et generatrice. 

Exemple: 

Dans M 3 les vecteurs u = (2, 3, 0) , v = (1, —1, 1) et w = (—1, 3, 5) torment une base de M 3 . 

5.15.5 5) Dimension d’un espace vectoriel: 

La dimension finie n d’un espace vectoriel E. est le nornbre maximum de vecteurs que peut 
renfemer un systeme libre extrait de E, et on note dimE = n, par convention on pose: 
dim ({Og}) = 0. Autrement dit la dimension d’un espace vectoriel E est le nornbre de vecteurs 
qui torment la base de E. Si le nornbre des elements d’un systeme libre de E n’est pas rnajore, 
on dit que E est de dimension infinie. 

Remarque: si F est un s.e.v d’un espace vectoriel E de dimension n alors: 

F C E =$■ dim F < dim E 



Exemple: dirnM 2 = 2 

5.15.6 6) Rang d’un systeme de vecteurs: 

On appelle rang d’un systeme de p vecteurs (ui,U 2 , u p ) de E, avec dimE = n , la dimension 
r du sous-espace vectoriel («i, u?, u p ). En d’autres terrnes, r est le nornbre maximum de 
vecteurs que peut comporter un systeme libre extrait du systeme donne. 

5.15.7 7) Lien entre la dimension et la somme directe: 

Dans les espaces de dimensions finies on a la formule: 

dim (F + G) = dim F + dim G — dim (F n G ) 
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Dans le cas de la somme directe, F n G = {Os}, done: 

dim (F © G) = dim F + dim G 

Enfin pour montrer que de sous espaces vectoriels de dimensions finies sont supplementaires 
vis-a-vis de E, e’est a dire: 

dim E = dim F + dim G 
E = F © G < et 

F nG = {0 B } 

Exemple: Dans R 3 les deux s.e.v suivants: 

F = {(x, y, z) ; x = y = zj et G = {(x, y, 0) ; x, y G M} sont supplementaires. 

En effet: 

\/u G F, u = (x,x, x) = x (1, 1, 1) => (1, 1, 1) est une base de F =^> dimF = 1 

Vu G F, v = (x,y, 0) = x (1, 0, 0) + y (0, 1, 0) {(1, 0, 0) , (0, 1, 0)} engendre G et libre c; 

a (1, 0, 0) + fH (0, 1, 0) = 0 => a = (3 = 0 => {(1, 0, 0) , (0, 1, 0)} est une base de G 

=$■ dim G = 2 =^- dim M 3 = dim F + dim G = 3 

Le reste de la preuve est deja fait. 

5.16 Sous-espace engendre par un ensemble: 

Definition 88 So it A une partie d’un espace vectoriel E. On definis le sous-espace vectoriel 
engendre par un ensemble A, le plus petit sous-espace vectoriel contenant V ensemble A. Et on 
le note: S (A). 

Exemples: 

1) si A est un s.e.v de E alors: S {A) = A. 
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2) S(0) = { 0 E }. 



5.17 Exercice: 

Exercice 01: Les sous-ensembles suivants sont-ils des s-ev de R 2 ? 

1) A = { (x, x 2 ) ; x G R} 1) 2) B = {(x, ax + b) ; x G R} , a et b sont des parametres reels. 

3) C = {(x, y) ; x G R, y G R x 2 + y 2 < l} 



Exercice 02: 



Exercice 03: 



(1) 

(2) 

( 3 ) 

Exercice 04: 



(1) 

(2) 

( 3 ) 



Soit: 

E = { (x, y, z) G R 3 avec: x 2 + 2 y 2 + z 2 + 2y (x + z) = 0} 

E ainsi defini est-il un sous espace vectoriel de R 3 ? Si oui donner sa dimension. 

Soient: 

Ei = {(a, b, c ) G R 3 ; a = c} et E2 = {(a, b, c ) G R 3 ; a + b + c = 0} et E3 = {(0, 0, c) ; c G R} . 

Montrer que: E{,i = 1, 2, 3 sont des s.ev de R 3 . 

Montrer que:R 3 = E\ + E2 , R 3 = E-2 + £3 et R 3 = E\ + E3. 

Dans quel cas la somme est directe. 

Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 

E\ = { (a + 6, b — 3a, a) G R 3 / a, b G R} et E 2 = { (c, —2c, c) G R 3 / c G R} . 

avec E2 est un s-ev de R 3 . 

Montrer que Ei est un s-ev de R 3 . 

Determiner une base Bi de Ei et une base B2 de E2. 

En deduire dim Ei et dim E2 ■ 
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(4) Montrer que: R 3 = E\ + E%. 

(5) Deduire si la somme est directe ou non. 

5.18 Le corrige: 

Exercice 01: Les sous-ensembles suivants sont-ils des s-ev de R 2 ? 

1) A = { (x, x 2 ) ; x £ R} 2) B = {(x, ax + b) ; x € R} , a et b sont des parametres reels. 
3) C = {(x, y) ; x £ R, y E R x 2 + y 2 < l} 

1) A = { (x, x 2 ) ; x G R} n’est pas un sous espace vectoriel car (2, 4) , (3, 9) G A rnais 
(2, 4) + (3, 9) = (5, 13) ^ A. 

2) B = {(x, ax + b ) ; x G R} 

ler cas: Si b / 0 on a (0, 0) ^ B alors B n’est pas un sous espace vectoriel car chaque s.e.v 
contient l’element neutre de l’espace. 

2eme cas: Si b = 0 
B = {(x, ax ) ; x G R} 

a) (0, 0) 6 H 5 / 0 

b) Si vi, v 2 G B =>• v\ = (xi, axi) et u 2 = (x 2 , ax 2 ) =4=- v\ + u 2 = (x\ + x 2 , a (xi + x 2 )) G B 

c) Si v\ G B, a G R => av 1 = (axi, a (ax 1 )) G B 
Alors B est un sous espace vectoriel de R 2 . 

3) C = {(x, y ) ; x G R, y G R x 2 + y 2 < l} n’est pas un s.e.v de R 2 
Car: (1, 0) G C rnais 4- (1,0) = (4, 0) ^ C. 

Exercice 02: Soit: 

E = { (x, y, z ) G R 3 avec: x 2 + 2 y 2 + z 2 + 2y (x + z) = 0} 

E ainsi defini est-il un sous espace vectoriel de R 3 ? Si oui donner sa dimension. 

x 2 + 2 y 2 + z 2 + 2y (x + z) = 0 x 2 + y 2 + 2 yx + z 2 + y 2 + 2 yz = 0 44- (x + y) 2 + (y + z) 2 = 

0 <=> x = —y et z = —y 

E = { (— y, y , — y) G R 3 avec: y G R} 
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1) a) (0, 0, 0) G E =>• E 7 ^ 0 

b) Si ui,u 2 G E =>- vi = (— 2 / 1 , 2 / 1 , — 2 / 1 ) et u 2 = (-y 2 , y 2 , -y 2 ) => ^ 1+^2 = (- ( 2/1 + 2 / 2 ) , ( 2/1 + 2 / 2 ) ( 2/1 + 2 / 2 ) 
E 

c) Si v G E, a G R => an = (— (ay) , (ay) , — (ay)) G E 
Alors E est un s.e.v de R 3 . 

2) Si v G E alors v = (— y, y, — y) = y (— 1, 1, —1) ce qui implique que le vecteur (—1, 1, —1) 
engendre E. 

Puisque on a qu’un seul vecteur alors B = {(—1, 1, —1)} est une base de E =>• dimE = 1. 

Exercice 03: Soient: 

Ei = {(a, b, c) G R 3 ; a = c} et E 2 = { (a, b, c) G R 3 ; a + b + c = 0} et E 3 = {(0,0,c);c G R}. 

(1) Montrer que: E t , i = 1, 2, 3 sont des s.ev de R 3 . 

Pour Ei par exemple: 

a) (0, 0, 0) G Ei =>• Ei 7 ^ 0 

b) Si vi,v 2 G Ei =>- vi = (xi,yi,xi) et v 2 = ( x 2 ,y 2 ,x 2 ) =>- vi+v 2 = (aq + x 2 , (yi + y 2 ),xi + x 2 ) G 
Ei 

c) Si r G Ei,a G R =t ar = (ax, ay, ax) G Ei 
Alors Ei est un s.e.v de R 3 . 

De merne pour les deux dernier cas. 

(2) Montrer que: R 3 = Ei + E 2 , R 3 = E 2 + E 3 et R 3 = Ei + E 3 . 

a) Montrons que: R 3 = Ei + E 2 ? 

On a: Ei C R 3 et E 2 C R 3 Ei + E 2 C R 3 

Si v G R 3 => v = (x,y,z) = (a, /3,a) + (5,0, —5 — 0) = (a + 5, (3 + 0, a — 5 — 0) 
x = a + 5 
< y = (5 + 9 
z = a — 5 — 0 
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II suffit de prendre par exemple: /3 = O=^0 = y=^ 



x = a + 5 

^a=^{x + y + z)^z 

z = a — 5 — y 



S =\{x-y - z) 

D’ou v = ( x,y,z ) = (\(x + y + z), 0 , § (x + y + z)) + {\ (x - y - z) ,y,-\(x - y - z) - y) G 
£l + £ 2 

b) Montrons que: R 3 = E\ + £3? 

On a: £1 C R 3 et £3 C R 3 £1 + £3 C R 3 

Si v G R 3 v = (x, y, z ) = (x, y, x ) + (0, 0, z — x ) G £1 + £3. 

c) Montrons que: R 3 = £2 + £3? 

On a: £3 C R 3 et £ 2 C R 3 =>- £ 2 + £3 C R 3 

Si v G R 3 v = (x, y, z) = (x, y, -x - y) + ( 0 , 0 , z + x + y) G £ 2 + £3- 

D’ou R 3 = £1 + £2 , R 3 = £2 4 ” £3 et R 3 = £1 + £3. 

( 3 ) Dans quel cas la sornrne est directe. 

A) II suffit de verifier si on a £1 fi £2 = {(0, 0, 0)}? 

a) (0, 0, 0) G £1 O £2. 

b) Si r G £1 (1 £2 =t r G £1 et r G £1 =t r = (a, 6, a) et r = (a, b, —a — b) => a = —a — b =$■ 
b = — 2 a 

Done par exemple ( 1 , — 2 , 1 ) G £j O £2 =t £1 0 £2 / {(0, 0, 0)} 
ce qui implique que la somme n’est pas directe. 

B) II suffit de verifier si on a £2 fl £3 = {(0, 0, 0)}? 

a) (0, 0, 0) G £2 O £3. 

b) Si v G £2 0 £3 v G £2 et v G £3 => v = (a, 6, —a — b) et v = (0, 0, c) => a = b = c = 

0 =/- v = (0, 0, 0) 

=>- £1 n £ 2 = {(0, 0, 0)} 

ce qui implique que la somme est directe. 

C) II suffit de verifier si on a £1 O £3 = {(0, 0, 0)}? 

a) (0, 0, 0) G £1 O £3. 

b) Si v G £1 O £3 => v G £2 et v G £3 =$■ v = (a, b, a) et v = ( 0 , 0 , c) =J> a = b = c = 0 =^> 

v = (0,0,0) 
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=>■ Ei n £ 3 = {(o, o, o)} 

ce qui implique que la somme est directe. 



Exercice 04 : Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 

E\ = { (a + ft, ft — 3 a, a) £ R 3 / a, ft £ R} et £2 = { (c, — 2 c, c) £ R 3 / c £ R} . 

( 1 ) ( Montrons que E\ est un s-ev de R 3 ?. 

a) E 1 ± 0? 

( 0 , 0 , 0 ) £ E\ E\ / 0 

b) V m, U 2 £ E\ =>- m + «2 £ -Ei? 

Soient ni , ^2 £ £1 => ui = (ai + fti, bi — 3 ai, ai) et «2 = ( a 2 + &2, &2 — 3a2, 02) 

=x- ui + U2 = ((ai + CL2) + (fti 4 " ^2) j (fti + 62) — 3 (ai + 02) , (ai + 02)) £ Ei 

c) V u £ £1, Va £ R =t an £ £1? 

Soient u £ i?i et a £ R =t u = (a + 6, b — 3 a, a) 

=t> an = (aa + aft, aft — 3 aa, aa) £ £1 
Conclusion: £1 est un s-ev de R 3 . 

( 2 ) Determinons une base B 1 de £1 et une base £2 de £2. 

a) 



u £ £1 =>■ n = (a + 6, ft — 3a, a) = a (1, —3, 1) + ft (1, 1, 0) 
alors £1 = {(1, —3, 1) , (1, 1,0) } engendre £ 1 . mais: 

a (1, —3, 1) + /3 (1,1,0) = (0,0,0) a = f3 = 0 

alors les deux vecteurs de £1 sont lineairements independants. 

Ce qui implique que £1 = { (1, —3, 1) , (1, 1, 0)} est une base de £ 1 . 

b) 
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u G E -2 => u = (c, —2c, c) = c (1, —2, 1) 
alors E 2 = { (1, — 2, 1)} engendre E 2 . mais: 

o; (1, —2, 1) = (0, 0, 0) =/- a = 0 

Ce qui implique que E 2 = { (1, — 2, 1)} est une base de E 2 . 

(3) En deduire dimEi et dim E 2 . 

dim Ei = 2 et dimE 2 = 1. 

(4) Montrer que: M 3 = Ei + E 2 . 

a) " D" Ei C M 3 et E 2 C M 3 =4- Ei + E 2 C M 3 . 

b) "c" soit «£R 3 =iM=(i,t/,z) = («tf),() - 3a, a) + (c, —2c, c) 

x = a + b + c b = x — z 

y = b — 3a — 2c y = x — z — a — 2z=^a = — y + x — 3z 

z = a + c c = z — a = z — (—y + x — 3z) = — x + y + 4z 

=$> u = (x, y , z) = (2a; — y — 4z, —2x + 3y — 8 z, —y + x — 3z) + 

(-£ + y + 4z, -2 (-x + y + 4z ) , -a; + y + 4z) 

£ Ei -f- E 2 d’ou: M 3 = E\ + E 2 . 

(5) On deduire que: M 3 = Ei 0 E 2 . 

(a) 

dim Ei = 2 et dimE 2 = 1 

=>• dim Ei + dim E 2 = 3 = dim M 3 = 3 
ou bien on a : M 3 = Ei + E 2 .. 
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(b) : 



E 1 C\E 2 = {(0,0,0)} car: {(0, 0, 0)} C E\ n E 2 

car Ei et E 2 sont deux sous espaces vectoriels. 

De plus si: u G E\ n E 2 => u = (a + 6, b — 3a, a) et u = (c, —2c, c) 



a + b = c 
b — 3a = —2c => •( 



a = c 



6 = 0 
a = 0 
c = 0 



R 3 = Ei + E 2 I dim E\ + dim E 2 = dim R 3 

ou bien < 

E 1 HE 2 = {( 0,0,0)} { EiHE 2 = {(0,0,0)} 

la somrne est directe (R 3 = E\ 0 E 2 ) ■ 
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Partie VIII 

Methodes d’integration: 
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Si F (x) est line fonction dont la derivee F ' (x) = f ( x ) sur un certain intervalle de l’axe 
des x, alors F (x) est appelee primitive ou integrate indefinie de / ( x ). L’integrale indefinie 
d’une fonction donnee n’est pas unique; par exemple, x 2 , x 2 + 4 et x 2 + 7 sont toutes des 
integrates indefinies de 

/ (x) = 2x, car elles sont decrites par la formule F (x) = x 2 + C, ou C est une constante 
arbitraire, appelee constante d’integration. 

Le symbole f f (x) dx designe lintegrale indefinie de / (x) . Ainsi, f 2x dx = x 2 + C. 
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5.19 Formules fondamentales d’integration: 



Un certain nornbre des formules ci-dessous decoulent immediatement des formules courantes de 
derivation, done on a les proprietes et les formules suivantes: 



M] dx 

[f (x)+g (x)] dx 

3. J a[f (a;)] dx 

4./x”‘dx 
_ f dx 



/ (x) + C , C G R. 

J [f (x)] dx + J [g (x)] dx. 

a [ [f (x)] dx, a 6 M. 



y.m+1 



m + 1 
In Ixl + C 



, m/1. 



6. / e x dx = e x + C. 



7. / a‘ T dx = 



e~“‘ a dx =- 1- C, a > 0, 1. 

m a 



8. / sinxdx = — cosx + C. 



9. / cosxdx = sin x + C. 



10. / tan xdx = 



cot an x dx 

1 



12. 

13. 

u \) 

15. / 



COS 2 X 



1 



sin 2 x 



dx 



x^ 



dx 



?Vx 2 — a 2 



, , , ^ 1 1 

In |secx| + C.avec secx = etcosecx = 

cos x sin x 



= lnlsinxI + C. 



dx = tan x + (7. 



dx = — cot an x + (7. 



. x 

aresm — + C. 
a 

1 x 

- arcsec — + G . 
a a 
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16. 



17. 

18. 



^ dx 
o 2 + x 2 
dx 

Vx 2 + a 2 
dx 

Vx 2 — a 2 



1 x 

= - arctan — + C . 

a a 

= In ^x + \/x 2 + a 2 ^ + C. 



= In 



x + 



\/x 2 — 



+ c. 



5.19.1 Formule de changement de variable: 

Pour calender une primitive f f (x) dx, il est souvent utile de remplacer la variable x par une 
nouvelle variable u, et ce en ecrivant x cornrne fonction g («), ce qui nous ramenes a trouver une 
formule fondamentale. Par substitution, nous avons x = g (u) et dx = g' (u) dw. L’equation: 



/(x) dx 



f(g{u))g'{u) d u. 



s’applique et s’appelle la formule de changement de variable. 

Exemple 5.1 Pour calculer I’integrale f (x + 3) 11 dx, remplagons x + 3 par u. Ce qui donne 
x = u — 3 =^dx = du =^- 



J (x + 3) 11 dx 



(u) 11 dx = -^ u 12 + C = (x + 3) 12 + C. 



5.19.2 Formule de reduction: 

Deux formules simples nous permettent de calculer plus rapidement les primitives. 
La premiere est donnee par: 

[ f'(x) [f (x)r dx = — [/ (x)] m+1 + C m/- 1 
J m + 1 

Exemple 5.2 

[ 1 - dx = f — (lnx) 2 dx = - (lnx) 3 + C 

J x J x 3 

La seconde est: 

f T7T dx = In | / (x)| +C 

J J \x) 
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Exemple 5.3 



cosx 



J cot an xdx 



sin x 



-dx 



In sin x I + C. 



5.20 Integration par parties: 

Remarque 5.1 On utilise I’integration par parties dans le cas ou la fonction a integrer est une 
fonction elementaire ou produit des fonctions elementaires suivantes: 



Fonctions trigonometriques, Polynomes, 

Fonctions inverses des fonctions trigonometriques, In (/ ( x )) ,e ^ ^ x \ ... 



Ou bien dans les formides de reduction qui introduits pour chaque integrate une nouvelle inte- 
grate, de meme forme que l 'integrate initiate, mais ayant un exposant reduit ou augmente. 



Exemple 5.4 



1. 



/ 




-a 2 ) m dx 



2 . 



/ 



cos m x sin™ x dx 



x (x 2 — a 2 ) m 2 ma 2 
2m + 1 2m + 1 




o\ m — 1 

a 2 ) 



dx, 



m / 



ID — 1 • D — 1 -1 

cos x sm x m — 1 

1 

m + n m + n 



cos’™ 2 xsm n x dx, 



1 

2 



to. / — n 



5.20.1 Integration par parties: 

Si u et v sont des fonctions derivables de x, 



d ( uv ) = u dv + v du 

udv = d (uv) — v d?t 




ou: 

J f (x) 9' 0) d x = f (x) g (x)~ J f ' (. x ) g (x) dx 
avec : / (x) = u et g' (x) dx = du 

=^- d u = f 1 (x) d.x et v = g (x) 
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C’est la formule de l’integration par parties. Deux regies generales se degagent: 



1. La partie prise comine du doit etre aisement integrable. 

2. [ n d u ne doit pas etre plus complexe que [ u dv. 



Exemple 5.5 Calculer: 



Par parties on pose: 



I = J In (x 2 + 2) dx 



f (x) = In [x 2 + l) et g' (x) = 1 

. , , . 2x 

/ (x) = etg(x)=x 

x z + 2 



I = 



= x 



= X 



= X 



j f (x) g ’ (x) dx = / (x) g (x) - J f ’ (x) g (x) dx 
In (x 2 + 1) - J dx 

In (x 2 + 1 ) ~ J 2 dx + 2 J 



x +1 

= x In (x 2 + l) — 2x + 2V2 arctan -^= + C 
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5.21 Integrates trigonometriques: 



5.21.1 Les identites trigonometriques: 

Dans ce chapitre, pour calculer les integrales trigonometriques, on utilise les identites suivantes: 



• 9 9 

1 . sin x + cos x 

o 

3. 1 + cot an x 
5. cos 2 x 

8. sin x sin y 



10. 1 — cos a: 



12. 1 ± since 



1 , 



2.1 + tan x = — k — 
sin x 



1 2 1 . 

— p — , 4. sin x = - (1 — cos 2a:) 

sin x 2 

1 . 1 

- (1 + cos 2x) , 6. sin x cos x = - sin 2x 

7. sin x cos y = - [sin (cc — y) + sin (cc + y)j 

^ [cos (cc - y) + cos (cc + y)] 

9. cos x cos y = - [cos (x — y) + cos (x + y)\ 

2 sin 2 - x 
2 



11.1 + cos x = 2 cos 2 -x, 
1 ± cos ( X 

V 2 



Par la suite on applique les deux regies: 



1. Pour J cos m xsin”a: dx : si m est impair, on pose u = cosx. Si n est impair, on pose u = since. 

2. Pour j tan m x sec” x dee : si n est pair, on pose u = tancc. Si m est impair, on pose u = secce. 

1 

avec seccc = . 

since 



Exemple 5.6 (A) 



l er cas: les integrales de types: / sin” cc dx oil / cos” cc dx avec n est un entier pair. 



Dans ce cas on utilise la forme lineaire de sin 2 x ou cos 2 x c 'est- a- dire: les deux formules 
4 et 5, pour obtenir des formules fondamentales. 



177 




Exemple 5.7 (1) 



Exemple 5.8 (2) 



/ I 11 

- (1 — cos 2x) dx = -x sin 2x + C 

2 v ; 2 4 



cos 4 a: dx = 



- (1 + cos 2x) 



I (cos 2 x ) 2 dx = J 
j (l + 2cos2x + cos 2 2x) dx 



J dx 



mais dans / cos 2 2x dx on pose 



1 
4 

- [ dx H — [ cos 2x dx + - [ cos 2 2x dx 

4 J 2 J A J 

X 1 1 f o , 

— + - sin 2x + - cos 2x dx 

4 4 47 

t = 2x dt = 2 dx dx = — 

2 



=> J cos 2 2 x dx = - J cos 2 1 (it 
= ^ J ^ (1 + cos 2t) dt 

= - J dt + - J cos 2 tdt 

= — + — sin 2t + Ci 

4 o 

2 x 1 

= 1 — sm4i + Gi 

4 6 

/' 4 , x I . 1 /2x 1 . ( ^ . _ 

=^- / cos x ax = — + - sin 2x + - — + - sin 4x + Ci + C 2 



4 4 



4 V 4 6 



x 1 . x 1 . , 

= - + - sin 2x + - + — sin 4x + C 

4 4 8 24 

3x i . o 1 . A 

= b - sin 2x H sin 4x + C 

8 4 24 



Exemple 5.9 (B) 



2 eme cas: les integrates de types: 



J sin™ x dx ou 



J cos 71 x dx avec n est un entier impair. 
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Alors dans les deux cas on pose: n = n — 1 + 1 ensuite on utilise la lere formule c'est a dire: 



sin 2 x + cos 2 x = 1 pour I’indice n — 1 qui est une puissance paire, ce qui permet de donner 

une integrate de type fornmle de reduction. 



J f ' 0*0 [f (x)] m dx. 



Exemple 5.10 (1) 



sin 3 a; dx = J sin 2 x sin x dx = j (l — cos 2 x) sin a; dx = j sin a; dx + J cos 2 x(— sinx) dx 



-L Q 

= — cos x + - cos x + L . 

O 



Exemple 5.11 (2) 



J sin 5 x dx = J sin 4 x sin x dx = J ( 1 — cos 2 x) 2 sin x dx 



J sin x dx — J cos 4 x (— sin x) dx + 2 J cos 2 x (— sin x) dx 

1 5 2 3 

— cosxH — cos xH — cos x + C. 

5 3 



Exemple 5.12 (C) 



3 eme cas: les integrates de types: J sin” x • cos’” x dx avec 

l ’un des deux indices ( n , m) est un entier impair. 



C’est pratiquement la meme chose comme Vexemple(B), on applique la meme methode pour 
Vindice impair, mais si les deux 

sont impairs alors le meilleurs choix est le plus petit. 
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Exemple 5.13 (1) 



sin 3 x ■ cos 4 x dx = 



sin 2 x ■ cos 4 x sin x 



dx = j (l — cos 2 x) ■ cos 4 x sinx dx 
— j cos 4 x ( — sin x ) dx + J cos 6 x (—sin x ) dx 



1 5 1 7 

— COS x + - COS X + C . 

5 7 



Exemple 5.14 (2) 



sin 5 x ■ cos 7 x dx = J (sin 2 x) 2 ■ cos 7 x sin x dx = J ( 1 — cos 2 x) 2 • cos 7 x sin x dx 

= — f cos 7 x (— sinx ) dx — j cos 11 x (— sinx ) dx + 2 f cos 9 x (— sinx ) dx 



lc 1 12 2 in 

— cos x cos x H cos x + G . 

8 12 10 



Exemple 5.15 (D) 

4 eme cas: les integrates de types: J sin" x • cos m x dx avec 

les deux indices (n, rn) sont des entiers pairs. 

On applique la forrmule suivante: sinx cos x = b sin2x et la forme lineaire de cosinus ou sinus. 



Exemple 5.16 (1) 



sin 4 x • cos 4 x dx = 



= — [ (sin 2x) 4 dx = — f sin 4 1 dx 

Id J 32 J 

qui est de type (A). 
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Exemple 5.17 (2) 



J sin 4 3x • cos 2 3x dx = j (sin 2 3x ■ cos 2 3x) sin 2 3x dx = gj sin 2 6x (1 — cos 6x) dx 

= - J sin 2 6x dx — - J sin 2 6x cos 6x dx 

= — [ (1 — cos 12x) dx [ sin 2 6xcos6x dx 

16 J 8 J 

11 Is 

= — x sin 12x sin x + C. 

16 192 144 

Remarque 89 On applique les memes methodes dans le cas des integrates qui contients les 
fonctions: tan x, cot anx, sec x, cos ecx. 



Exemple 5.18 



tan 5 x dx = 



/ tan 3 x tan 2 xdx = / tan 3 x (sec 2 x — 1 ) dx 
J tan 3 x sec 2 xdx - J tan 3 x dx 
J tan 3 x sec 2 xdx — J tanx (sec 2 x — l) dx 



1 



1 



= - tan x — - tan x + In Isec x| + C. 



5.22 Subtitutions trigonometriques: 



Quelques integrates contient l’un des facteurs suivants: 



\/ o? — b 2 x 2 , \/ a 2 + b 2 x 2 ou \Jb 2 x 2 — a 2 



rnais aucun autre facteur irrationnel, dont on peut la remplacer par une nouvelle integrale qui 
est trigonometrique apres un chagement de variable. 

1. Si la fonction a integrer contient un facteur \J a 2 — b 2 x 2 , on pose x = | sin z et on obtient: 
a\J 1 — sin 2 z = acosz. 

2. Si la fonction a integrer contient un facteur Vo 2 + 6 2 x 2 , on pose x = % tan z et on obtient: 
oV 1 + tan 2 z = a sec z. 

3. Si la fonction a integrer contient un facteur \Jb 2 x 2 — a 2 , on pose x = | sec z et on obtient: 



181 




ay/ sec 2 z — 1 = a tan z. 



Exemple 5.19 (1) 



h = 



dx 



x 2 \/4 + x 2 



on pose:x = 2 tan z =$■ dx = 2 sec 2 z dz, \/4 + x 2 = 2 sec z d ’oil: 



h = 



2 sec 2 z dz 



1 



1 



sec z ± I . _ 2 , 

~r~ — T— r = - / dz = - / Sm Z COS Z dz 

(4 tan 2 z) (2 sec z) 4 J tan 2 z 4 j 

1 



4sinz 



+ C = - 



v / 4+~ 

4x 



+ C. 



Exemple 5.20 (2) 



I 2 = / -== dx 
J vx 2 — 4 



on pose:x = 2 sec z =>dx = 2 sec z tan z dz, \/x 2 — 4 = 2 tan z d’on: 

4 sec 2 z (2 sec z tan z) dz 



d 2 = 



= 4 / sec 11 z dz 



J 2 tan z 

2 sec z tan z + 2 In |2 sec z + tan z| + C 



-x\/; x 2 — 4 + 2 In lx + \/x 2 — 4 



+ C. 



Exemple 5.21 (3) 






x 



on pose:x = | sinz =>dx = | cosz dz, \/9 — 4x 2 = 3cosz d’on: 



I 3 = 3 



cos 2 z dz 



= 3 



1 — sin 2 z 



dz 



sm z J sm z 

3 f cos ec z — 3 [ sin z dz 



= 3 In 



3 In | cos ecz — cot an z | + 3 cos z + C. 
3- v/9 - 4x 2 



+ - 4x 2 + C 
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5.23 Integration par fractions partielles: 



Theoriquement tout polynomes a coefficients reels peut s’exprimer comine produit de facteurs 
lineaires reels de la forme ax + b et d’autre quadratiques de la forme ax 2 + bx + c. 

Un polynome quadratique (ax 2 + bx + c) est reductible ssi A = b 2 — ac > 0 et il est 
irreductible ssi A < 0 ( Dans ce cas les racines ne sont pas reelles). 

5.23.1 Fraction rationnelle: 

Une fraction rationnelle est une fonction H (x) = ou / (x) et g (x) sont des polynomes. Si 
le degre / (x) est inferieur an degre de g (x), on dit que H (x) est une fraction rationnelle propre, 
autrement, on dit que H (x) est impropre. Dans ce cas on peut exprimer H (x) conime la somrne 
d’un polynome et d’une fraction rationnelle propre par la methode de la division euclidienne. 
Alors pour integrer une fraction rationnelle H (x) = on suit les etapes suivantes: 

La division euclidienne: 

II fant ramener l’integrale a une integrate d’une fraction propre si non on utilise la division 
euclidienne si la fraction est impropre ce qui donne deux integrates la l ere est polynomiale et 
l’autre est une integrate d’une fraction propre. 

Integration des fractions rationnelles propres: 

Si H (x) = avec le degre / (x) est inferieur au degre de g (x). 
l ere etape: La decomposition du denominateur: 

On decompose le denominateur conime produit des facteurs qui sont parrnis les types suiv- 
ants: 

1- Facteurs lineaires distincts: 

Un facteur lineaire est de la forme: ax + b. 

2- Facteurs lineaires repetes: 

Un facteur lineaire repete qui est de la forme: (ax + b) n avec n £ N et n > 2. 

3- Facteurs quadratiques distincts: 

C’est un facteur de la forme ax 2 + bx + c en plus il est irreductible. 
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4- Facteurs quadratiques repetes: 

C’est un facteur de la forme (ax 2 + bx + c) n avec n € N et n > 2 de plus ax 2 + bx + c est 
irreductible. 

2 eme etape: La decomposition en elements simples: 

C’est l’ecriture d’une fraction rationnelle propre comine somrne d’elements simples qui sont 
en general de la forme: 

Ai B\ a\x + P 1 a 2 x + (3 2 

aix + h ’ (cix + d\) n ’ a 2 x 2 + b 2 x + c 2 ’ 6 (a 3 x 2 + b 3 x + c 3 ) m ' 

d’une fagon que les denominateurs des elements simples sont tous les cas possibles tel que sont 
denominateur commun est g (x) . 

Exemple 5.22 

x _ Ai A 2 A 3 

(x + 1)(x- 1) 2 (x 2 + x + 1)(x 2 + x + 3) 2 x + l x 1 (x-1) 2 

ax + b cx + d ex + f 

H 1 1 

x 2 + x + 1 x 2 + x + 3 (x 2 + X + 3) 2 

Remarque 5.2 Le nombre d’elements simples est la somme des puissances des facteurs qui 
forment le denominateur. De plus il faut calculer les constantes (A\, ,A 2 ,A 3 ,a,b,c,d,e et f) 
par la methode du denominateur commun et I’identification avec le numerateur du fraction 
rationnelle. 



3 eme etape: Le calcul de l’integrale de chaque element simple: 

On a quatre types d’integrales: 



1- 



Ai 



a ix + b\ 



dx 



— In (aix + 6i) + C, C G R 
a\ 



2 - 



3 - 



Bi 

(cix + di) r 



dx = 



B i 

ci (-n + 1) 



(ci x + d!)~ n+1 +C,C £ 



a\x + P 1 
a 2 x 2 + b 2 x + c 2 



dx = 



a 



In (a 2 x 2 + b 2 x + c 2 ) + /3 arctan (//x + 9) + C, Ca , /?, //, 9 



e 
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Exemple 5.23 Calculer I’integrale: 



I = 



4x + 3 , 1 

— „ ax = - 

2x 2 + x + 3 2 



4 

2 



J ^ + f + l 

2x + i + 1 

i 3 dx 

x 2 + 1 + 1 

2 x + 2 
X 2 + f + | 



dx = 



dx + 



= In 



o X 

X + 2 + 2 1 + 



r 4x + 3 
x 2 + § + 

2 ^ + l 

x 2 + | i 



dx 



dx 



x 2 + § + i 



X 2 + f + I 



dx 



dx 



pour l ’ integrate : 



J = 



on pose 



x 2 + f + | 



dx = 



X 2 -4- — 4- — _i_ L 4 

J ~ 2 ~ 16 ^ 16 ^ 2 



dx 



(*+l) 2 + i 



dx = 



16 

23 



(-+i) 2 + i 



16 ^2 
dx 



16 



1 



23 J ( 4x+i x 2 



y : 

J 



+23 

4x + 1 

\/23 

4 



dx 



+ 1 



dx = ^dx 



1 



V23J V 2 + 1 v^3 

4 / 4x -i- 1 \ 

arctan ( — 7=^- ) + C\,C\ £ 



4 

dy = —j= arctan y + C’i , C\ £ 



V23 



V23 J 



I = In ( x 2 + - + - 



4 / 4x + 1 \ 

H -= arctan — — + C , C £ 

V23 V \/23 / 



4- 



a 2 x + f3 2 



(a 3 x 2 + b 3 x + c 3 y 



idx = — — - (03X 2 + b 3 x + C3) '" +1 + f 

m + 1 v ' J 



A 



(a 3 x 2 + b 3 x + c 3 y 



f dx avec m/1. 



pour l’integrale: 



A 



(a 3 x 2 + b 3 x + c 3 y 



rdx 44 6 



dy 



(y 2 + 1) ? 



avec m/1 (Les substitutions trigonometriques) . 
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5.24 Divers changements de variable: 



Si la fonction a integrer contient des radicaux de la forme: 

1- \J ax + 6, alors le changement de variable consiste a poser ax + b = z n pour obtenir une 
fraction rationnelle. 

2- \J x 2 + ax + b avec un A < 0, alors le changement de variable consiste a poser x 2 +ax+b = 

(z — x) 2 pour obtenir une fraction rationnelle. 

3- y/{a + x) {b — x), alors le changement de variable consiste a poser(a + x) (b — x) = (a + x) 2 z 2 
on (a + x) (b — x) = (b — x) 2 z 2 pour obtenir une fraction rationnelle. 

4- Si la fonction a integrer contient des facteurs cosinus ou sinus dans le numerateur ou bien 
dans le denominateur, alors on pose: 

t 2d z 

x = 2 arctan z => ax = ^ 

1 + z 2 

2z 1 - z 2 

avec : sm x = ^ et cos a: = 

1 + 1 + z z 

Remarque 5.3 On pent, trouver des changements de variables qui sont suggeres par la forme 
de la fonction a integrer. 

Exemple 5.24 (1) 

I = 
on pose 

I = 
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Exemple 5.25 (2) Dans I’integrale: 



J 

on trouve 
ensuite on pose 
J 



yj x — x 2 



. dx , on pose: x = - 
x'* z 



J = — J z\J z — 1 dz 



z — 1 = t . 
-2 



(1 — x) 2 | (1 — x) 2 1 

5 I 



5x2 



3x2 



+ C. 



Pour les premiers changements de variables on propose les exemples suivants: 



Exemple 5.26 (1) 



h 



On pose: x + 2 = z 2 => dx = 2z dz 



dx 

(x — 2) y/x + 2 



f 2z dz 1 
1 = J z(z 2 - 4) = 2 n 



z-2 



= - In 

2 



yj x - Y 2 — 2 
y/x 2 -)- 2 



z + 2 
+ C 



+ C 



Exemple 5.27 (2) 



I 2 = 



dx 



:y/x 2 + x + 2 



alors on pose: 



x 2 + x + 2 = (z — x) 2 => x = 



z 2 - 2 



l + 2z 



dx = 



=*■ /2 = vl ln 



2 (z 2 + z + 2) 
(1 + 2z) 2 

-V2 



1 



+ \/2 



dz et \J x 2 + x + 2 = 



+ <7 = 4= In 
V2 



z 2 + z + 2 
1 + 2z 

Vx 2 + x + 2 + x — \/2 



-\Ac 2 + x + 2 + x + a/2 



Exemple 5.28 (3) 



On pose: 



h = 



xdx 



3 

(5 — 4x — x 2 ) 5 



(5 — 4x — x 2 ) = (5 + x) (1 — x) = (1 — x) 2 z 2 



+ C 
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Alors: 



12 z dz 



x = 



z 2 - 5 
1 + z 2 



, 1 2z dz r -Z 

, dx = o et v 5 — 4x — x z = 1 — re ) z 

(1 + z 2 ) 2 V V 



D 'ou: 



t 1 ( 5\ 5 — 2x 

-b — T77 ( Z H ) + C — , + C 

18 V 2/ 9a/5 — 4x — x 2 



Exemple 5.29 (4) 



I 4 = 



dx 



1 + sin x — cos x 



On pose: 



x 



avec 



= 2 arctan z =>■ dx = 



2dz 
1 + z 2 



2 z 1 — z 

sin x = „ er cos x = 



=+ h = 

= In I 



1 + z 2 
dz 

z (1 + z) 



1 + z 



2 ' 



= In 



1 + z 



+ C 



1 + tan | 



+ C 



5.25 Integration des fonctions hyperboliques: 

On a: 



ch x 
avec 



pX | p X 

et sh x 

di 2 x — sh 2 x = 1 



2 



6z 

1 + z 2 
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D’ou les formules d’integration qui decoulent directement des formules de derivation. 



1. J sh x dx = ch x + C 2. J ch x dx = sh x + C 
3. J th x dx = Inch x + C 4. J coth x dx = In | sh x\+C 
5. f sech 2 x dx = th x + C 6. f cosech 2 x dx = —coth x + C 



7. J sech x th x dx 

1 



= — sec h x + C 8. / cosech x coth x d x = sh x + C 



9. 



11 . 



y/x 2 + 






1 



a 2 — x 2 



dx = 



dx = 



sh 1 — + C 10. 



1 



y/x 2 — 



-th 1 — + C , x 2 < a 2 



12. 



dx = ch x — + C',x>a>0 



dx = — -coth 1 — + C , x 2 > a 2 



x 2 — a 2 



Remarque 5.4 On pent utiliser les deux formules exponentielles pour calculer les integrates 
qui contient ch x et sh x. 

5.26 Exercice: 



Exercice 01: Calculer les integrales indefinies suivantes: 



1 . 



1 

' e x 



dx 2. [ e 3 cos 2x S in 2x dx 3. [ , X + 2 , dx 
J J yj 4x — x 2 



4 J arcsina; dx (supply ^ 2si1 ^ dx (supp)6. x 3 e 2x dx 

7. J sin 5 x dx 8.J cos 4 x dx 9 .J sin' x cos 4 x dx 10. [ sin 2 x cos 4 x dx 

2x — 1 



11. [ X+1 dx 12 

J x z — 2x + 5 



14. 



1 



1 + sin x — cos x 



2 -dx 13. ( 2X ! + X + I dx 

(x-1) (x 2 + l) J x 2 — x — 2 

f 1 

dx 15. / dx 

5 + 4 sin x 



Exercice 02: 
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(1) Calculer les integrates definies suivantes: 

dx et J = 



I = 



cosx 



sm x 



(2) Soit 



/ o sm x + cos x 



In = 



/ 0 sin x + cos x 



dx 



(l + x 2 ) n 



dx . 



Determiner une relation entre I n et I n +i. 



Exercice 03: Soit: 



/»— 9 /»— • 2 

/ 2 cos x , _ / 2 sm x 

I = . dx et J = . / dx 



/ 0 sm x + cos x 

(1) Sans calculerl et J, montrer que I = J. 

(2) Verifier que Vx G M, cosx + sinx = v^cos (x — |) 

/.i 

(3) En deduire que I + J = s/2 

J o 

(4) Calculer I + J. En deduire / et J. 

Exercice 04: Soit / (x) = — I (1 — x) y/1 — x 



f 0 sm x + cos x 



(1) Verifier que Vx < 1, / ' (x) = \/l — x. 

(2) Soit I n = . f xVl — * dx. 

J o 

a) Calculer Jo- 

b) Determiner une relation entre I n et I n ,_i pour n G N* 



c) En deduire I n en fonction de n. 



Exercice 05:(supp) 



(1) Calculer l’integrale indefinie suivante: 



A = cos 2 x sin 4 x dx 
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(2) Soient les integrates definies: 



I = x 2 cos 2 xdx , J = lx 2 sin 2 xdx 



Calculer: I +J et I —J (sans calcul de I et J). En deduire I et J. 
( 3 ) Soit / une fonction continue sur [ 0 , 1 ] . 

(a) Montrer, en utilisant un changement de variable, que: 



7 T 



/ xf (sinx)dx= — / / (sinx)dx 

/ o 2 J 0 



(b) En deduire la valeur de: 



a: sinx 

1 = / ^ — dx 



1 + cos 2 x 



5.27 Le corrige des exercices: 

1. l)/i = f e x ( e x + l) 4 dx on pose: y = e x + 1 

=> dy = e x dx => I\ = f y 4 dy = \y b + c = g (e x + l) 5 + c. 

2) h = f (1 ^ dx on pose: y = yfx dy = ^dx => I 2 = 2 f (l + y 2 ) 2 dy 
2/ (1 + 2y 2 + y 4 )dy = 2y + fy 3 + |y 5 + c 

= 2y / x + | (\/x) 3 + | {Vx) b + c. 

3 ) /3 = f dx =^r / ^/~ 2 ^ 2 dx +3 f ^ 2 dx =- \/l — x 2 + 3 arcsinx + c. 

4 ) Z4 = f (1 + tanx) 2 dx = / (l + tan 2 x) dx 

+2 J tan xdx = tanx — 2 f ~^ s n x v dx = tanx — 2 In |cosx| + c. 

5 ) I5 = f arctanx dx, par parties on pose: / (x) = arctanx et g' (x) = 1 
d’ou: f ' (x) = jq^jdx et g (x) = x =>- I 5 = / (x) g (x) - f f ' (x) g (x) dx 

= x arctanx — f j^jdx = x arctanx — \ f 1 2 '’, : , dx = x arctanx — \ In (l + x 2 ) . 

6) Iq = f x 2 sinx dx, par parties on pose: / (x) = x 2 et g' (x) = sinx 
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d’ou: f ' (. x ) = 2 xdx et g (x) = — cos a: Iq = f (x) g (x) — f f ' ( x ) g (x) dx 

= —x 2 cosx + 2 f x cos xdx , calculons la 2 emt integrale par parties: 
on pose: h (x) = x et k' (x) = cosx => h ' (. x ) = dx et k (x) = sin x 
=> f x cos xdx = h (x) k(x) — f h ' (x)k (x)dx =x sin x — f sin xdx 
=> /fj = —a ; 2 cos x + 2 (x sin x + cos x) + c. 

7) It = f cos4x e 2a: dx on pose: y = 2x =^dy = 2dx => I? = | f cos 2 y e y d y 

par parties on pose: / (y) = cos 2y et g' (y) = e y =$■ f ' (y) = - 2 sin 2ydy et g (y) = e y 
=► = 5 [/ (y) 9 (y)-J f (y) 9 (y) dy] = I [e y cos 2y + 2 f e y sin 2 ydy] 

calculons la 2 eme integrale par parties: 

On pose: h (y) = sin 2 y et k! (y) = e y h ' (y) = 2 cos 2 y dy et k (y) = e y 
=> f e y sin 2ydy = h(y) k (y) — f h ' (y) k (y)d y = e y sin 2 y -2 f e y cos 2 y dy 
= e y sin 2 y -4 I 7 =J> / 7 = \ [e y cos 2y + 2 ( e y sin 2 y — 4/7)] 

^ h = \[\ {e y cos2y) + (e y s\n2y)\ . 

8 ) Is = / cos 5 x dx = f cos 4 x cos xdx = f (cos 2 x)" cos xdx = / (l — sin 2 x) 2 cos xdx 
= f ( 1 — 2 sin 2 x + sin 4 x) cos xdx = f cos xdx — 2 f sin 2 x cos xdx + f sin 4 x cos xdx 
=sin x — | sin 3 x + i sin 5 x + c. 

9) Ig = / sin 4 x dx = f (sin 2 x) 2 dx = f (^(1 — cos 2x)) 2 dx = | f (l — 2 cos 2x + cos 2 2x)dx 
= ^/dx — \ f 2, cos 2 xdx + \ f cos 2 2 xdx = | — \ sin 2 x + \ f cos 2 2 xdx 

On pose dans f cos 2 2xdx, y — 2x =^dy = 2dx =>• f cos 2 2xdx = \ J cos 2 ydy = \ J (^ (1 + cos 2y))dy 
= \fdy + \f cos 2ydy = | + | sin 2y + c = | + | sin 4x + c 

I 9 = | — j sin 2 x + \ (f + | sin4x) + c = |x — \ sin 2 x + ^ sin4x + c. 

10 ) /10 = / sin 9 x cos 4 xdx = f sin 8 x cos 4 x sin xdx = f (l — cos 2 x ) 4 cos 4 x sin xdx 

=f ( 1 — 2 cos 2 x + cos 4 x ) 2 cos 4 x sin xdx = f ^ ( 1 — 2 cos 2 x ) 2 + 2 ( 1 — 2 cos 2 x) cos 4 x + cos 8 x^ 
cos 4 x sin xdx 

=f (1 — 4 cos 2 x + 4 cos 4 x + 2 cos 4 x — 4 cos 6 x + cos 8 x) cos 4 x sin xdx 
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= f cos 4 x sin xdx— 4j cos 6 x sin xdx+6 f cos 8 x sin xdx— 4 f cos 10 x sin xdx+f cos 12 x sin xdx 
= — g COS 5 X + | COS 7 X — | COS 9 X + Yi cos 5 X — Y3 cos 13 X + c. 



11) In = f cos 2 xsin 4 x dx = f cos 2 xsin 2 x sin 2 xdx = f ( ^ sin 2x) (4 (1 — cos2x))dx 

= | f sin 2 2xdx — jg f sin 2 2x (2 cos 2x)dx = | J sin 2 2xdx — • 4 sin 3 2x 

On pose dans: f sin 2 2xdx, y = 2x =>dy = 2dx =Z f sin 2 2xdx = \ J sin 2 ydy = \ f (| (1 — cos 
=\ fdy ~ if cos 2 ydy = 1 - | sin 2y + c = § - § sin4x + c 
=> hi = jg - fi sin4x - ^ sin 3 2x + c. 

12) /19 = j „ } , d x = l f , 1 T dx, alors on pose: 5 = tany =zdx = — %—dy 

' J X 2 V4+X 2 2J x 2 Jl+(f) 2 cos y 



J 9 _ r 1 2 

' 4 tan 2 yyj 1+tan 2 y cos2 V 

\ f sin~ 2 ycosy dy 



d y=if 



-^/l+tan 2 y 



cos^ y 



d y = If d y = 

a cos y 



=— ^ sin 1 x + c. 



13 ) As = f J=T=2 dx =if 

=> J 13 = | / 



V(f ) 2 - 1 



dx, alors on pose: § = =zdx = 



2siny 

cos 2 y 



dy 



“MX,- 



1 

cos y 



2 COS^ V 

-1 



dy=4 f 

^ J tan y 



sin 



ydy = 4 J cos 3 ydy 



Calculons cette integrates par parties: / (y) = ^ et </ (y) = => f ' (y) = 

et g (y) = tan y 

=► As = 4/cos~ 3 ydy = 4 [/(y)y(y) -ff(y)g(y) dy] = 4 [^-tany- / H^dy 



= 4 
= 4 






cos 3 y y 



=4 



cc L tan y-f 



^tany- ±I 13 + f ^-dy 



cos y 

2/13 = 4 



cos 3 y y 



d^ ian y + f d^ d y 



cos y 



Calculons: / ^dy on pose: y = 2 arctan z =zdy = jf^zdz et cosy = => f ^d y 



=/ ® • x^dz 



=2 J j^dz = / j^rdz + / j^-dx = - In (1 — z) + In (1 + z) + c = - In (l - tan |) + 
In (l + tan |) + c 

tan y + - In (1 - tan |) + In (l + tan |) + c 

VaZE 



2/13 = 4 
A3 = £ 



|) — H — 2 In 1 — tan 



arctan i 



+ 2 In 1 + tan 



arctan yj (^) 2 — 1 



+ C 



2y))dy 
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1+sin y 
— 



ou bien dans:/ y = f - ffkr dy = In 



1+sin y 
cos y 



+c => 2/13 = 4 



^tany + ln 



1+sin y 
cos y 



+ c 



=> 1 13 = x\ (§)-! + In 



! + v (!) - 1 



+ C. 



Remarque: On peut trouver par la premiere methode I13 = xy (| ) — 1 + In | + y (|) — 1 



+ c. 



En effet: 2/13 = 4 



tan y H — In (1 - z) + In (1 + z) + c 



+3 = 2 



^tany + lnfe) + cl = 2 Uy tany + In (+++) + c 



tany + In ( ++ + + c] rnais: tan y = et — = 1+1 

cos y & \ l—z z l—z z ) u l—z z cos y 1 —z z 



=2 



=>Ii 3 = x\{%) — 1 + In 



§ + V (!) “ 1 



+ c. 



14) I 14 = / 



\/2x—i 



dx = 



= f -j=JL=== dx on pose: x — 1 = sin y =>dx = cosydy et 



yj \ — (x — l) 2 = cos y 

=4> Ii4 = / (S1 cos^ cos y d y = / d ^ + 2 f silly dy + | / (1 - cos2y)dy = § y- 2cos y - 
\ sin 2y + c 

= § arcsin (x — 1 ) — 2\j2x — x 2 — ^ sin y cos y + c 
= | arcsin (x — 1) — 2\j2x — x 2 — ^ (x — 1) \/2x — x 2 + c. 



15) /l5 = / 

6 f 1 

4 J 2a: 2 — 5 



jcj-1 



4o:+4 



2o;+5 



_____ n™ _ i r _____ 

2X 2 — 2x+5 4 J 2a: 2 — 2o:+5 

dx 



*■> = ii^m,dx = i/ 



4a-- 2 
2:c 2 — 2x+5 



dx + 



= j In 2x 2 — 2x + 5 + | / ^ 5 dx, de plus:x 2 — x + | = 0 A < 0 



! -x+| = x 2 -x+|-| + | = (x - ^) 2 + § => /is = \ In |2x 2 — 2x + 5| + | / 



dx 



(+r+i 



= \ In |2x 2 - 2x + 5| + A / -j- — +— dx = 1 In |2x 2 - 2x + 5| + 1 / ,^_\ 2 dx, on 

4 Q ^“o ) +1 



2r— 1 

pose: y = A+ 



(^) +i 



=>dy = |dx =*► /is = 1 In |2x 2 - 2x + 5| + 1 • § / y/pi dy = | In |2x 2 - 2x + 5| + 
1 arctan y + c 

= \ In |2x 2 — 2x + 5 1 + \ arctan ( 2x ~ x ) + c. 



16) /is = f 



2x—l 



dx 



x 2 (x— l) 2 (a: 2 +l) 

La decomposition en elements simples 



2x-l 



a _i_ _b 

e 2 (x—1) 2 (x 2 +1) ~ x ^ x 



U U | C 

2 /-~2 i i: a- ^ | i 



i d , eo;+/ 
+ 7 TT2 + 
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pour x = — 1 =>■ —3 = —8a — 8 — 4c +1 + 2=^- —4a — 2c=l=^a = 0etc=-^ 
^Ii6 = -f^dx-lf^ I dx+lf dx + / gl dx 

=► J 16 = i - § ln (* - !) + 5 ( x - !) + 3 / Jrr dx + / dfe dx 
=$■ lie = -j: — \ In (x — 1) + \ (x — 1) + \ In (x 2 + l) + arctan x + c. 

17) A 7 = /S^dx^S±^ = 2x + 2 + ^ 

=* hr = / ( 2x + 2 + ;^±^)dx = x 2 + 2x + \ f Jh^dx + %f ^j^dx 

=x 2 + 2x + | ln |x 2 - x - 2| + ^ / (-r _ 2 ) 1 ( x+1) dx 

=x 2 + 2x + l ln |x 2 - x - 2| + f / (^)dx + ^ / (^dx 

=x 2 + 2x + \ ln |x 2 — x — 2| + ^ ln |x — 2| — ^ ln |x + 1| + c. 

18) iis = / 5+ 4 c OSX dx,on pose: x = 2 arctan 2 =>dx = j^dz et cosx = j=^ 

=► J 18 = / 5+4 II4 = / 9 ^ dz = § / dz on pose: y = § 

=^d y = gdz =4> Ii7 = | / dy = | arctan y + c 
= | arctan (|) + c = | arctan ^ — + c. 

19) Le rnerne changement de variable que l’integrale 18) avec: sinx = 1 2 * 2 

2 

=► Jl 9 = I 1+sin x— cos x d X = f J^^ dz = / 1+ ^ + J =(1 _, 2 ) dz = / ^^2 

1 + 2 ^ 1 + 2 ^ 

=/ =/ f d, + / i | I d z =/ id 2 - / = M*l - n k + 1| + c. 

20) I = J S i n t+cos x d x on peut appliquer la methode 18) 

2" me metliode: on pose J = f sin c °™ osx dx 

=^/ + J = xetJ — / = ln |sinx + cosx| =^> / = \ (x — ln |sinx + cosx|) + c. 
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Exercice 02:supp 1) I\ = /jf ai ^^ 2 x dx si on pose: y = arctan x dy = dx et si: x = — 1 => y = — 



x = 1 =>- y = f =>- ii = /A y d y = |y 2 | F = 0 

Remarque: On a une symetrie dans l’integrale I± et puisque 1 1 = 0 alors la fonction est 
impaire 

=>• arctan (— x) = — arctanx. 

4) I 4 = if j ;f== dx puisque la fonction a integrer est impaired 1 4 = 0. 

_ r 5- c :_5 _ , (.2! (l— cos 2 x) 2 sin x . f ? ( 1— 2 cos 2 aj+cos 4 ad sina; , 

2) = if dx = /f ^ ^ dx = Ji dx 

7T 4 4 7T 4 

__ r 3 (- sm - T ) dx + 2 fj cos x (— sin x) dx — f J cos 3 x (— sin x) dx 

J 4 COS X J -j x 7 J 4; 

7T 

= — In (cosx) + cos 2 x — | cos 4 x| | = — In (cos |) + cos 2 | — \ cos 4 | — 

(- In (cos f ) + cos 2 f - \ cos 4 f ) = — In \ + \ - \ • ^ — (- in ^ | - £ • y) . 



3 ) J 3 = fo 3^ dx = I fc 



1 r 1 



1+ (vi) 



rdx on pose: y = 



V3 



dy = ^dx 



avec: x = 0 =^y = 0 etx = l=>y=4 ==^/ 3 = 4=/ c 



y/3 1 



V3 ^ - V3 Jo i+F dy 



= ^ arctan y \ ^ = -fo arctan 



Exercice 03: On a: 



/ = 



cos 2 X 



/ o sin x + cos x 



-dx et J = 



sin 2 x 



/ 0 sin x + cos x 



-dx 



1) I- J = fo 2 ^Li+cos/ dx = / 0 2 (cosx - sinx)dx = sinx + cosx | 0 2 = 1-1 = 0 => / = J 

2) Verifions que: Vx G R, cos x + sin x = \/2 cos (x — 

En effet: Vx £ R, \/2 cos (x — j) = (cosx cos | + sinx sin ^cosxf^ + sin x Vf 

=cosx + sinx. 

3) En deduire que: I + J = V2 f 0 4 

I + J= fJ cos2 x + sin2 x dx = d dx = f n f -*-4 — ^dx d’apres 2 ) 

JU simr+cosai oU sinm+cosa? JU y/2 cosfx— ^ ' 

7T 

-^rdx on pose: y = x - f =>- dy =dx =4> / + J = -j= f\ ^L_dy 



^ I+ J ~ V2 f° 2 cos(a-f) 

7 r 

= 72 fo 4 ^ d y car la fonction est paire 

= ^ / 2 /o 1 Eoiijdx 



I -* 2 



4) / + J = \/2 /q 4 ^ydx on pose: x = 2 arctan z =^dx = jq^dz et cosx = 
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et quand: x = 0 =^-z = 0etsix= : |=^2: = tan | 
r tan 5 i j ~2 9 , _ r tan T 



r 4 1 q ™_ f tan 8 1+2 2 2 J — of tan 8 1 a r tan 8 1 1 r tan 8 1 

Jo ^^ dx -J 0 l^z 2 T+^ az ~ Z Jo l^ az - Jo T=i dz + Jo l+z dz 




tan 2 



= In ( 



tan -3- 



= In 



0 



Alors 



f + J = ^ln(l±£| 



V 1 -*/ 

=► I = J = 4 In 



/ 1+tan I 
y 1— tan ^ 

( 1+tan 



y /2 V 1 -tan f 



/'(*) = “1 ■ 1 ■ (-!)(! “*) 



Exercice 04 : Soit / (x) = — | (1 — x) \J\ — x 

1 ) Vx < 1 , / ( x ) = — | (1 — x ) \/l — x = — | (1 — x) 5 
a/ 1 — x. 

2) Soit I n = Jg x n \Jl — x dx 

a) Io = fg a/1 — x dx = — | (1 — x) VI — ^Iq = | 

D ’autre part par parties dans I„ on pose: k (x) = x n et h! (x) = \/l — 
=> k! (x) = nx" -1 et h (x) = — | (1 — x) \Ji — x 
=^- I n = k (x) • h (x)|q — fg k! (x) • h (x) dx 

=>• I n = — to"' 1 • I (1 — x) Vl — ^Iq + Jq x n_1 (1 — x) Vl — dx 
= |ra fg x" _1 Vl — dx — |n fg x n \/l — x • dx = |n (I,),-.! — I n ) 



=x* (l + 3 + V) — 3 Tlln—l- 

b) On a: (l + §) I\ = |/o 

(1 + 1 2 ) I 2 = §2/! 
(l + § 3 ) I 3 = § 3/ 2 



(1 + | (n - 1)) I n _i = | (n - 1) In — 2 
et (l + |n) I n = |n/ n _i 

(l + |) It (l + §2) I2 (l + | 3 ) I3 • • • (l + | [n — 1 )) I n - 1 (l + §n) I n 
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= §Io§2Ii§ 3/ 2 • • • | (n - 1) I n _ 2 |n/ n _i 

(! + 1) (! + I 2 ) U + I 3 ) ■ ■ ■ + 1 ( n “ !)) (! + ! n ) ^ 

= llol2l3...|(n-l)ln=(|)" +1 n!.I 0 

=*► ill ■ ■ ■ = (!) n+1 n\ ■ Io => 5 • 7 • 9 • • • (2n + 1) I n = | • 2” +1 • 7z! 



Exercice 02: 



(1) Calculer les integrales definies suivantes: 




cosx 

sin x + cos x 



dx 



et 




sin.T 

sin x + cos x 



dx 



(2) Soit 



In 



1 

(l + x 2 ) n 



dx . 



Determiner une relation entre I n et I n +i . 



Exercice 05:(supp) 

(1) Calculer l’integrale indefinie suivante: 




(2) Soient les integrales definies: 



I = x 2 cos 2 xdx , J = / x 2 sin 2 xdx 



Calculer: / +J et / — J (sans calcul de I et J). En deduire / et J. 

(3) Soit / une fonction continue sur [0, 1] . 

(a) Montrer, en utilisant un changement de variable, que: 



7T 



/ xf (sinx)dx=— / / (sin.T)dx 

/ o 2 Jo 
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(b) En deduire la valeur de: 



I = 



x since 
1 + cos 2 x 



dx 
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Partie IX 

Applications lineaires: 
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5.28 Application lineaire: 

Definition 90 Soient E, F deux k -espaces vectoriels et f une application de E dans F . Alors 
f est lineaire, si les proprietes suivantes sont satisfaites: 

1) Vx, y £ E on a f (x + y) = f (x) + f (y). 

2)Vx £ E , Vo £ k on a f (ax) = a f (x) . 



ou encore: 

Vx, y £ E, Va, /3 £ k on a f (ax + /3y) = a f (x) + f3 f (y) ■ 
Exemple: V application de M 3 dans M 2 definie par: 

f (x, y , z) = (x-y,y + 2 z) 



est une application lineaire. 

5.29 Noyau d’une application lineaire: 

Definition 91 Soient E, F deux k -espaces vectoriels et f une application lineaire de E dans 
F. Alors pour trouver le noyau de f , on resout I’equation f (x) = 0^. 

Ainsi: 

ker / = {x £ E, f (x) = 0 F } 

qui est un sous-espace vectoriel de E. 

Exemple: Vapplication de M 3 dans M 2 definie par: 

f (x,y,z) = (x-y,y + 2z) 

est une application lineaire. Alors le noyau de f est: 

ker / = {u £ E, f (u) = 0 r2 } 
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Soit u = ( x , y, z) G R 3 . On a: 



u G ker/^>/ (u) = (0,0) (x-y,y + 2z) = (0,0) 






x — y = 0 
y + 2z = 0 



x = y 
z = -% 



u = y 1, 1, - 



et done ker / est Ze s.e.v engendre par le vecteur (1, 1, — |) note: 



ker / = Feet <J [ 1,1,-- 



5.30 Injectivite d’une application lineaire: 



Soient E, F deux k-espaces vectoriels et / une application lineaire de E dans F. Notons que 
/ est injective si et seulement si: 



Vxi,x 2 G E] xi / x 2 => f (xi) / / (x 2 ) • ou bien / (aq) = / (a; 2 ) =>■ aq = a; 2 

Mais pour les applications lineaires, il suffit de nrontrer que: ker / = {0®} . 

En fait on a: 

/ est injective ker f = {0 e} ■ 

Exemple: 

Soit / l’application lineaire de R 2 dans R 2 definie par: 



f (x,y) = (x-y,y + x) 



Alors / est injective car: 



u = (x, y) G ker f f (u) = 0 R 2 . 4$ (x - y,y + x) = (0, 0) 

x — y = 0 

a; = y = 0 

y + x = 0 



done ker / = {(0,0)}, et par suite / est injective. 
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5.31 Image d’une application lineaire: 

Soient E, F deux k-espaces vectoriels et / une application lineaire de E dans F. L ’image de / 
est l’ensemble de toutes les images des elements de E par /. Ainsi: 

Im / = {/ (u) , u e E} . 

De plus si (ei, e2, e n ) est une base de E, alors Im / = Vect {/ (e\ ),/ (e2 (e n )} c’est 
a dire le sous-espace engendre par les vecteurs / (ei) , / (e2) , •••, / (e n ) . 

Exemple: 

Soient A un M-espace vectoriel de dimension 3 , B = ( *, j , une base de E et / 
l’endomorphisme de E defini par: 

/ (*)=-*+ k, f ( J) = j + k , / ( £) = i + J. 

Alors l’image de / est definie cornrne suit: 

Im / = Feci j/ ( tj , / (/) , / ^ fc) } rnais / ( fc) = / ( j) - / (?) 

=> Im / = V' ect | / (?),/ (j)} = {a; (- ? + fc)+?/(j+ fe),a;,yGM| 

5.32 Rang d’une application lineaire: 

Soient E, F deux k-espaces vectoriels et / une application lineaire de -E dans F. Le rang d’une 
application lineaire est la dimension de l’iimage de cette application. On a: 

rg f = dim (Im /) . 

de plus si E est de dimension finie, on a le theoreme du rang: 

dim E = rg f + dim (ker /) . 

Exemple: 
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Soit / : M 2 — > M 2 l’application lineaire definie par: f (x, y ) = {Ax — 2y, 6x — 3 y) . Alors on 



a : 



Im / = {f(x,y) \x,y G M} = {{Ax - 2y, 6x - 3y) ;x,y <E M} 

= {(2a; - y) (2, 3);i,i/el} = {a (2, 3) ; a G M} 

= Vect{{ 2,3)} 

le vecteur (2,3) est une base de Im f, et par suite rg f = 1. 

5.33 Endomorphisme, Isomorphisme, Automorphisme: 

Soient E, F deux k-espaces vectoriels et / une application lineaire de E dans F. 

Si / est bijective, alors / est dite un isomorphisme. 

Un endomorphisme de E est une application lineaire de E dans E. 

Un automorphisme est une isomorphisme de E dans E. 

Exemple: 

Soit / : M 2 — > M 2 l’application definie par: / {x, y) = {x — y, x + y) . Alors / est un 
automorphisme. 

5.34 Projecteur: 

Soit / un endomorphisme d’un k— espace vectoriel. On dira que / est un projecteur, si l’on a: 

f of = f 

ou bien : Im / et ker / sont supplement aires et que: Vx G Im / ,/ {x) = x. 

On dira que / est la projection sur Im / parallelement a ker /. 

Exemple: 

Soit / : M 2 — »• M 2 l’application lineaire definie par: / {x, y) = {Ax — 2 y, Qx — 3 y) . Alors on 
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(/ °f)(u) 



f (/ («)) = f{x,y) = f (4s - 2 y, 6x - 3y) 
(4s - 2 y, 6x — 3y) = f (u) 



et par suite / est un projecteur. 

5.35 Symetrie: 

Soit / un endomorphisme d’un k— espace vectoriel. On dira que / est une symetrie, si l’on a: 

f o f = Id E 

ou bien : ker (/ —Id E )e t ker (/ + Id E ) sont supplement aires . 

On dira que / est la symetrie de E par rapport a ker (/ — Id E )e t parallelement a ker (/ + Id E )■ 

Exemple: 

Soit / : M 2 — ► M 2 l’application lineaire definie par: / (s, y) = ( y , s) . Alors on a : 

(/ 0 /) («) = / (/ («)) = / (y, x) = [x, y) 
et par suite / est une symetrie. 

5.36 Exercice: 

Exercice 01: 

(1) On considere les applications suivantes definies de R 2 dans R 2 . Lesquelles sont lineaires? 

a) / : (x, y) ^ {x + 2 y, 2 x - y) ; 

b) g : (s, y) ^ (x + 2y, 2x-y + l)\ 

c) h : (s, y) (s + y, 2 xy) ; 

d) k : (x, y) (s + y, x - y 2 ) . 
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(2) 



Exercice 02: 
(1) 

a) 

b) 
(2) 

a) 

b) 

Exercice 03: 
(1) 



(2) 

a) 

b) 

Exercice 04: 
(1) 

a) 

b) 



Soit / l’application de R [X] dans R [X] definie par: / (P) = P (1); 

montrer que / est une application lineaire. ( R [X] : est l’espace vectoriel des polynomes 
a coefficients reels et dans le cas general R n [X] : est l’espace vectoriel des polynomes de 
degre inferieur ou egal a n et a coefficients reels ). 

Tro uver les noyaux des applications lineaires suivantes: 

/ (x, y ) = (4a; - 3 y, 5x + Ay) . 

9 (x, y ) = (6x - Ay, 9x - 6 y) . 

La rnerne question pour les applications de R 3 dans R 3 definies par: 
h ( x,y,z ) = {x + y + z,y,z). 
k (x,y,z) = (y + z,x + y + z, x) . 

Soit / l’application lineaire de R 3 dans R 2 definie par: 

/ (x, y, z) = (x - 2y, x + y + 2 z) 

f est-elle injective? 

La rnerne question pour les applications de R 3 dans R 3 definies ci-dessous: 
h ( x,y,z ) = (x + y + z,y,z). 
k (x,y,z) = (y + z,x + y + z, x) . 

Determiner les images des applications lineaires de R 2 dans R 2 suivantes: 

/ (x, y) = {Ax - 3 y, 5x + Ay) . 

9 (x, y) = (6x - Ay, 9x - 6 y) . 



206 




(2) Soit / l’application de M 3 [X] dans M 3 [X] definie par: / ( P ) = P + (1 — X ) P' . 
Determiner l’image de cette application lineaire. 

Exercice 05: 

(1) Soit E un espace vectoriel de dimension 3 dont (i, j, k^j est une base. On considere 
l’endomorphisme f de E defini par: 

/ (Y) = - i + 2k, f ( j) = j + 2k,f ( kj = 2 * + 2 j. 

Determiner le rang de /. 

( 2 ) Soit £3 le M-espace vectoriel des polynomes de degre inferieur ou egal a 3, et soit / 
l’application definie sur £3 par: 

/ (£) = X 2 P" - 4X P' + 6 P. 

Determiner le rang de /. 

Exercice 06: Le plan vectoriel V 2 etant rapporte a une base ^ i , j'j , on considere l’application lineaire 
de V 2 dans V 2 definie par: 

; 0 = \ u i 1 f ( J ) = \ 1 

(1) Demontrer que / est un projecteur. 

(2) Determiner l’image et le noyau de /. 

(3) Verifier que Im / et ker / sont supplementaires dans V 2 et que: 

Vx £ Im/, / (x) = x. 



Exercice 07: Soient £ un M-espace vectoriel de dimension 2, (ei, e 2 ) une base de £ et / l’endomorphisme 
de £ defini par: 



/ (ei) = 2 ei - e 2 , / (e 2 ) = 3ei - 2 e 2 . 
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(1) Demontrer que / est une symetrie. 

(2) Trouver E\ = ker (/ — Me) et E 2 = ker (/ + Me) ■ 



208 




Partie X 

EQUATIONS DIFFERENTIELLES 



209 




Dans ce chapitre nous allons apprendre a resoudre les cas les plus elementaires des equations 
differentielles du premier ordre et du second ordre a coefficients constantes 

Defintion: 

De nombreux problemes d’origine physique, economique, etc. Conduisent a rechercher une 
fonction y d’une variable reelle x sachant qu’il existe une relation entre x, y et les derivees y ^ 
avec n > 1. Une telle relation est dite equation differentielle d’ordre n et elle est de la forme: 

/ fx, y, y ' , y" , = 0 oil / est une fonction. 



5.37 1-EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE 1: 



Une equation differentielle d’ordre 1 est une equation de la forme: 



a n / d y 

J [x,y,y)= 0 avec y = — . 



A-EQUATIONS A VARIABLES SEPARABLES 
( OU SEPAREES) : 

Soient I et J deux intervalles de M, / : I — > M et g : J — > M deux fonctions continues. Une 
equation differentielle a variables separables est du type: 



Ce qui implique que: 



lj = 



f (g) 

g (y)' 



d y 
dx 



=> 9 (y)dy = f (x) dx 
j 9 (y) dy = j f (x) dx + c, c € M. 



Exemple: 

y (x 2 — l) — 2 xy = 0 

^ (x 2 — l) — 2 xy = 0 
dx v y 
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ln|y| 
=> V : 



d y _ 


2X dx 




y 


(x 2 -l) 




' d y _ 


r 2 x 


dx 


y 


/ (x 2 — 1) 


- In | x 2 


- 1 1 + In c, 


c e M; 


ci (x 2 - 


- l) OU Cl 


€ M* 



B-EQUATIONS DIFFERENTIELLES HOMOGENE EN X ET Y: 



C’est une equation du type: 

On introduit la fonction auxiliaire x <— ^t = |;onay = txety / = t'x+t. Finallement on a une 
equation a variables separables: 



t' 



dt = / (t) - t 
dx x 



dt dx 

/ (t) - t x 



Exemple: 
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(2x + y) dx — (4x — y) d y 



on pose 



=^ 

=> 

:t 



apres resolution on a 



0 



dy 

dx 



_ (2x + y) 

(4x - y) 

d V = ( 2 + x) 

dx (4 - l) 




=► v 



t x => y' = t'x + 1 



t ; x + 1 = 



( 2 + 1 ) 

(4 — t) 



t'x = - 1 = 

(4 - t) 

(4 — t) dx 

t 2 -3t + 2 = V 



t 2 - 3t + 2 
(4-t) 



ft — 2l 2 

In Ixl + In c = In — c € Ml 

11 |t~l| 3 

ft _ 2l 2 

5 - = k x ou k e M* 

it -ii 3 

(: y — 2x) 2 = k (y — x) 3 ou k G M* 



Ainsi toutes les solutions de l’equation donnee sont definies par: 

(y — 2x) 2 = k (y — x) 3 ou k G M* 

C-EQUATION LINE AIRE: 

C’est une equation de la forme: 

y = a (x)y + b(x) (1) 

ou a (x) et b (x) sont deux fonctions continues sur un intervalle /. 

L’equation: 

y' = a (x) y (2) 

est l’equation -homogene- ou -sans second mernbre- associee a (1). 

Ainsi, la solution generale de (1) est la sonirne d’une solution particuliere de cette equation 
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(1) et de la solution generale de l’equation homogene associee (2). Si on ne connait aucune 
solution apparente de (1): on resout (2) , et on obtient sa solution generale y = Xy±, ou A est 
une constante et y\ = e A , A etant une primitive de a ( x ) sur I. Par suite on fait varier la 
constante. Posant, dans (1), 

y (x) = A (x) y\ ( x ) on obtient: 

A' ( x ) y\ ( x ) + A (x) y[ ( x ) = a (x) A ( x ) y\ (x) + b ( x ) 

=>• A' (x) yi (x) = b (x) 

car y\ est une solution de (2). 

d’ou la connaissance de X' , et celle de A par integration. 



Cette technique est connue sous le nom, de methode de variation de le constante. 

Exemplel: ( la solution particuliere) 

L’equation: 



y' cos x + y sin x = 1 x £ 




est lineaire. 



(1) 



Une solution evidente de etant x i— »• yo (x) = sin x et une solution apparente de l’equation 
homogene etant x e- > y\ (x) = cosx, la solution generale de (1) est: 




x i— > sinx + Acosx (A G M) 



Remarquons que ces solutions sont valables sur M. 

Exemple2: ( la methode de la variation de la constante) 

L’equation: 

y' +2 x y = 2x e~ x i£l, est lineaire. (1) 

Une solution de l’equation homogene y +2x y = 0 etant x ^ y\ ( x ) = Xe~ x . Employons la 
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methode de de la variation de la constante et reportons dans (1) y ( x ) = A (x) e x 

A 7 (x) = 2x 
=> A (x) = J 2xdx 
=> A (x) = x 2 + k ou k € M 

Ainsi 

y = (; x 2 + fc) e -a;2 ou k G M 
est une solution generale de l’equation (1). 

D-EQUATION DE BERNOULLI: 

Une equation de la forme: 

y' = a ( x)y + b{x ) y a (x € I) oil a £ R (1) 

ou a (x) et b (x) sont deux fonctions continues sur un intervalle I. 

Cette equation est lineaire pour a = 0 et a = 1. Dans le cas general, en l’ecrivant: 

y'y~ a = a {x)y 1 ~ a + b{x) 

done si on pose: z = y 1 ~ a ', on est alors rarnene a une equation lineaire: 

z' = (1 — a) [a (x) z + b (x)] 



Exemple: 



xy' + y 
y~ 2 xy' + y^ 1 



y 2 In x 
In x (E) 
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c’est line equation de Bernoulli, alors on fait le changement: z = y 1 d’ou 

y 

En remplagant dans l’equation (E), on obtient 

,1 lnx 

Z 2 = 

X X 

qui est une equation differentielle lineaire d’ordre 1 avec seconde membre. 
La resolution de l’equation sans seconde membre 

, 1 

z' -~z = 0 

X 



donne 



z (x) = c x oil c£ 



Par suite, en utilisant la methode de la variation de la constante, on obtient pour c (x), l’equation 



, lnx 

c x) = 2 “ 

x z 



En integrant par partie, on trouve: 



c (x) = - In x 4 1 - k ou k 6 

x x 



Ainsi la solution generale de l’equation lineaire est donnee par 



z ( x ) = ( — In x 4 b k ) x 

x x 



et puisque z = y 1 alors la solution generale de (E) est 



y (x) = 



1 



In x + kx + 1 



ou k 6 
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E-EQUATION DE RICCATI: 

elle est de la forme: 

y' = a ( x)y' 2 + b(x ) y + c (x) (x € I) ou a G M (1) 

ou a (x), b (x) et c (x) sont trois fonctions continues sur un intervalle /. 

On ne peut la resoudre que si on en connait a priori une solution particuliere yi.on pose 
alors y = y\ + z, z etant une nouvelle fonction inconnue, d’ou 

(1) z' = a (x) z 2 + d (x) z 

C’est une equation de Bernoulli qui se rarnene a une equation lineaire en posant \ = u. 

5.37.1 Exemple: 

( x 3 — 1 ) y' = y 2 + x 2 y — 2x 

1-EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE 2 a COEFFICEINTS 
CONSTANTS: 

Une equation differentielle d’ordre 2 a coefficients constants est une equation de la forme 

ay" + by' + cy = f (x) (1*) 

ou a, b et c sont des constantes reelles, et / : I — > M une fonction definie et continue dans un 
intervalle I de M. 

L’equation (1*) est dite une equation differentielle d’ordre 2 a coefficients constants avec 
second mernbre ( / (x) ). A lors pour resoudre l’equation (1*) il faut suivre les deux etapes 
suivantes: 

lere etape: la resolution de (1*) sans second membre: 

Soit l’equation 

ay" + by' + cy = 0 (2*) 

Cornrne remarque la resolution des equations lineaires sans seconde membre donne toujours une 
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seule solution yi, par contre pour les equation de type (2*) on trouve deux solutions y± et yi. 
En effet pour resoudre ( 2 *) il faut tro uver au premier lieu une equation equivalente a ( 2 *) dite 
equation caracteristique associee a (2*) en remplace y ^ par r n . 

ar 2 + br + c = 0 (3 ) 

Par suite on calcul le A et on trouve l’un des cas suivants 



Le signe de A 


% 

les solutions de (3 ) 


Les solutions de (2 ) 


A > 0 


deus solutions reelles n et r2 


2/1 + 2/2 = c\e riX + C2e r2X = c\z\ + C2Z2 


A = 0 


une racine double tq 


2/1 + 2/2 = (cix + c 2 ) e r ° x = c\Z\ + C2Z2 


A < 0 


deus solutions complexes r\ et r2 


2/1 + 2/2 = ci cos / 3xe ax + C2 sin f3xe ax 




avec ri = a + i/3 et ?q = a + i/3 


= C\Z\ + C2Z2 



2eme etape: la resolution de (1*) avec second membre: 

II reste a trouver la troisieme solution de l’equation (1*), pour cela on peut appliquer l’un 
des deux methodes suivantes: 

lere Methode: Methode de la solution particuliere. 

On peut utiliser cette methode dans le cas oil le second membre est l’un des fonctions suiv- 
antes: polynome, sinus, cosinus, exponentielle, ou somrne ou produit entre ces quatre fonctions. 
D’ou les regies suivantes: 



Le type du seconde membre 


La solution particuliere 


polynome 


polynome 


sinus 


contient le cosinus ainsi que le sinus 


cosinus 


contient le cosinus ainsi que le sinus 


exponentielle 


exponentielle 



2eme Methode: Methode de la variation de la constante. 

On remarque que chaque solution de l’equation sans seconde membre est de la forme: c\Z\ + 
C2Z2, alors la recherche de la solution de l’equation avec seconde membre par cette methode est 
de la forme 2/3 = c\ (x) z 1 + C2 (x) Z2 ou c\ (x), C2 (x) sont des fonctions inconnues, derivables 
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verifiant la condition supplement aire 



4 (x) z\ + c' 2 (x) z 2 = 0 

On utilise le fait que y 3 est une solution de (1*) on obtient l’equation 

c'l (x) z[ + d 2 (x) 4 = / OO 

D’ou le systeme 

/• 

4 (x) Zl + c' 2 (x) ^2 = 0 
c'l (x) z[ + d 2 (x) 4 = / (4 

ce qui permet de trouver d x (x) et c 2 (x) . Par integration on trouve ci (x) et C2 (x), ce qui donne 
le y 3 . 

Conclusion: La solution generale est: 



^ = 2/1 + 2/2 + 2/3 



5.38 Exercice: 

Exercice 01: Resoudre les equations suivantes: 

(1) x y lnx = (3 lnx + 1) y 
(2) y = x tany (3) x 2 y = x 2 + y 2 — x y 

(4) (supp) (tany) xy" + (2x 2 — l) = 0, (5) (supp ) (l + x 2 ) 2 y' + 2x + 2x y 2 = 0 
(6) (supp ) x y — y = x ^1 — e - ^ 

Exercice 02: Resoudre les equations suivantes: 

(1) y + y = cos x + sin x (2) y “ i 4/ = 

(3) (supp) y' + (tanx) y = ^ (4) (supp) xy'l y = arctanx 
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Exercice 03: Resoudre les equations suivantes: 



y — 5 y + 6 y = x 2 + e 3x ( par la methode de la variation de la constante ) . 
y — y + y = sin x (la solution particuliere) 

y + 2 y + y = xe~ x (par la methode de la variation de la constante). 

Exercice 04:(supp) Resoudre les equations suivantes: 

x y + y = x y 3 

3 y cos x — y sin x — y 4 = 0 

x 2 (^y + y 2 ^ = xy — 1 sachant que ^ est une solution particuliere. 

Exercice 05: (supp) Resoudre les equations suivantes: 

y — 6 y + 6 y = (x + 1) e 3x ( par la methode de la variation de la constante ). 
y — y + y = x sin x (par la methode de la variation de la constante) . 

y + 2 y + y = x 2 + sin xe~ 3x ( la solution particuliere) 

5.39 Le corrige des exercices: 

Exercice 01: Resoudre les equations suivantes: 

(1) x y In a; = (3 ln.T + 1) y 
(2) y = x tan y (3) x 2 y = x 2 + y 2 — x y 

(4) (supp) (tany) xy + ( 2x 2 — l) = 0, (5) (supp ) (l + x 2 ) 2 y' + 2x + 2x y 2 = 0 
(6) (supp ) x y — y = x (l — 



219 




Solution: 



(1) x y lnx = 



(3 lnx + 1) y x— In a: = (3 lnx + 1) y 
ax 









dy 

V 



3 In x + 1 
x lnx 



dx , c’est une equation a variables separables 



<ly = f 3 dx + — 1 — dx 
y J x x m x 



In \y\ = 3 In |x| + In |ln |x|| + c, c G R* 

|y| = e c |x| 3 In |x| y = k |x| 3 In |x| , k G 



/ dy , cos y , , . . . x 2 

(2) y = x tan-y = xdx dy = xdx m smx = he 

tan y sin y 2 

2 / 2 \ 2 
. . r X / X \ X 

<^> |sinx| = e e 2 x = arcsin [ke 2 ] , k G R et — 1 < ke 2 < 1 . 



(3) x 2 y = x 2 + y 2 — x y = 1 + f — V — — c’est une equation homogene. 

dx \ x / x 



on pose 



y 

x 



t = — =^y = tx^>y' = t'x + t 



t'x + t = l + t 2 — t 

dt 9 dt 

—x = 1 + t 2 — 2 t => ~ 

dx l + t 2 - 2 t 



dx 

x 



dt 



1 



1 -t 



= In |x| + c, c G R t = 1 — 



In |x| + c 



(i -ty 

,c G R. 



' dx 
x 



Exercice 02: Resoudre les equations suivantes: 

(1) y + y = cos x + sin x ( 2 ) y - l y = 

(3) (supp) y +{ tanx) y = (4) (supp) xy + y = arctanx 

, . f 

(1) y + y = cosx + sinx 



220 




l ere - etape: La solution de l’equation sans seconde membre. 



y' + y = 



=> -?-=dx^ — = ~ dx 

y J y J 

=> In \y\ = —x + c, c G M 

= k e~ x , fcgM solution de l’equation sans seconde membre. 



2 eme - etape: La solution de l’equation avec seconde membre. 



y — y = cos x + sin x ( 1 ) 



par la methode de la solution particuliere: 



= ci cos x + C2 sin x est une solution particuliere de ( 1 ) . 



^2 + 2/2 = cos x + sin x 



—ci sin x + C2 cos x + c\ cos x + C2 sin x = cos x + sin x 



-ci + c 2 = 1 
ci + c 2 = 1 



=> C2 = 1 et ci = 0 => t/ 2 = sin x 



conclusion: la solution generate est definie par: 



y = k e x + sin x, k € 



y - - y = — 2 

X 1 + x z 

l ere - etape: La solution de l’equation sans seconde membre. 



y — y 

X 



dy y 

= 0 =>-?- = — 
dx x 

dy dx f dy f dx 

y x J y J x 

=>• In |y| = In |x| + c, c G M 

= k x , k € M solution de l’equation sans seconde membre. 
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2 eme - etape: La solution de l’equation avec seconde membre. 



/ 1 x m 

y - - y = — a- W 

X 1 + ar 



par la methode de la variation de la constante: 



y 2 = 



k (x) x est une solution particuliere de (1) . 

, 1 x 



y 2 ~ —S/2 = v - — 2 

X 1 + X A 



X 



k ' (x) x + k (x) x — k (x) x = „ 

1 + x z 

1 

k ' (x) = 



1 + x 2 



k ' (x) dx = / ~dx =5- k (x) = arctanx 

J l+x z 



U 2 = x arctan x 



conclusion: la solution generate est definie par: 



y = yi = kx + x arctan x , k G 



Exercice 03: Resoudre les equations suivantes: 



y - 5 y + 6 y 

y - y + y 
y +2 y + y 



x 2 + e 3x ( par la methode de la variation de la constante ) . 
sin x (la solution particuliere) 

xe~ x (par la methode de la variation de la constante). 



y 



5 y +6 y = x 2 + e 3x 



( par la methode de la variation de la constante ). 
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l ere - etape: La solution de l’equation sans seconde membre. 



lere methode: 



y"-hy'+Sy = 0 (5) 

l’equation caracteristique est donnee par : r 2 — 5r + 6 = 0=^A = l 

=>• n = 2 et r 2 = 3 

d’ou la solution de (5) est definie par : y\ = c\e 2x + C 2 e 3x , ci, C 2 G M 

2 eme - etape: La solution de l’equation avec seconde membre. (2points) 

la methode de la solution particuliere: 

y 2 = ax 2 + bx + c, est une solution de (4) 

=> V 2 -2 y 2 ' + y 2 = x 2 + 1 

=> (2a) — 2 (2 ax + b) + (ax 2 + bx + c) = x 2 + 1 



a = 1 
& — 4a = 0 



=>{a = l,6 = 4etc = 7 



^ c — 26 + 2a = 1 
=> 2/2 = £ 2 + 4x + 7 
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2eme methode: la methode de la variation de la constante: 



V2 



des integrations par parties 



(ci ( x ) x + C 2 (. x )) e x est une solution de (4) 

V2" ~ 2 V2 + V2 = x 2 + 1 

{ (c' (x) x + c' 2 (x)) = 0 

ci (x) xe^ + ci (x) e 1 + c' 2 (x) = x 2 + 1 

[ ci (x) = (x 2 + l) e~ x 
| c' 2 (x) = (— x — x 3 ) e -a: 

j ci (x) = [—3 — 2x — x 2 ] e~ x 
[ C 2 (x) = [x 3 + 3x 2 + 7x + 6] e~ x 
V2 = X 2 + 4x + 7 
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Partie XI 

Les Matrices. 
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Le but de ce chapitre est de trouver un moyen pour resoudre un systeme de n equation ou 
n est un entier naturel assez grand, c’est la notion des matrices. 

Dans le cas general on repesente une matrice M par: 



on a 12 
0-21 022 



O'ln 

Cl2n 



M = 



G M n 



\ &ml Q j m2 



qu’on peut la simplifier par: 



( 



\ 



M = 



a ij 



G Mrn,n 



V 



/ 



ou M m n est l’ensemble des matrices qui contient m lignes et n colonnes, de plus chaques 
represente le coefficient de la matrice M qui se trouve dans la i — erne ligne et la j — eme 
colonne. Dans le cas ou i = j , les an sont les elements de la diagonale de M. 
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5.40 Matrices associees a une application lineaire dans le cas 
des espaces de dimensions finies. 

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions fines avec: dimE = n et dim F = to. 
Choisissons dans E une base Be, dans F une base Bp definies par: 

Be = (ei, e 2 , e n ) 

Be = (/lj / 2 j fm) 



Soit tp une application lineaire de E dans F . Alors la matrice associee a ip par rapport a Be et 
Bp qu’on note M (ip, Be, Bp) est obtenue conime suit: 

la i — eme colonne de M (ip, Bp, Bp) represente les coordonnees de <p(ei) dans la base 
Bp = fi, f 2 , fm, en effet: 



car: 



f ( e i) f (e 2 ) ■■■ 


....<p(e n , 


Oil 012 . . 


• 0-1 n 


021 022 • • 


■ 02 n 



h 

h 



M (ip, B E , Bp) = 



\ fl ml ®m2 



ip(e\) — aufi + 0,21/2 + ••• + flml/m 
<p(e 2) = 012/1 + 022/2 + ••• + a m 2f m 

(P (®n) = Oln/l A 02n/2 “I - ••• d - &mnfm 



Exemple 5.30 Soitipl’ application lineaire de M 3 dans M 2 qui a (x, y, z) associe (x — 2y + z, 2x + y + 3 z), 
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alors la matrice de f relativement aux bases canoniques de M 3 et M. 2 est: 




<p(e i) P ( e i) P ( e i) 



car: 



ei = (1, 0, 0) , e 2 = (0, 1, 0) , e 3 = (0, 0, 1) , /i = (1, 0) et f 2 = (0, 1) 

de plus : ip (ei) = (1, 2) = l./i + 2./ 2 ,P (e 2 ) = (-2, 1) = -2./i + l./ 2 

et(p(e 3 ) = (1,3) = l./i + 3./ 2 . 



5.41 Proprieties des matrices: 



Soit M une matrice definie par: 



M = 



on ai2 
«21 022 



\ ^ml ®m2 



Oln ^ 
02n 



G 



& mn 



) 



1- Une matrice est nulle si V (i,j) ,aij = 0 avec 1 < i < m et 1 < j < n de plus c’est la 
matrice associee a l’application nulle (Vn G E,(p ( u ) = 0 f) ■ 

2- Deux matrices A et B sont egales si: aij = bij avec l<i<metl<j<n avec les atj 
(resp. bij ) represented les coefficients de A (resp. B ). 

3- La matrice unite notee I est la matrice dont les a %] = 0 si i / j et = 1 si i = j. 

4- Le transposee d’une matrice A note f A est la matrice dont les lignes sont les colonnes de 
A et les colonnes sont les lignes de A. 

5- Une matrice est dite triangulaire superieure (resp. inferieure) si: a ij = 0 si i > j 
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(resp. (i{j = 0 si i < j) . 

6- Une matrice diagonale est une matrice qui est a la fois triangulaire superieure et trian- 
gulaire inferieure dont les elements de la diagonales s’appelles les pivots. 




1 4 7 

2 5 8 

3 6 9 



5.42 Operations sur les matrices: 

Soient A et B deux matrices definies par: 
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1- La somme de ces deux matrices est definie si: m = k et n = l et elle est donnee par: 



Exemple 5.32 



A + B = 



a ij + b ij 



G M, 



m,n 



A = 



1 1 1 

4 4 4 
6 6 6 



et B = 



\ 6 6 6 J 



2 2 2 
3 3 3 

y 8 8 8 ) 



alors : A + B = 



/ 3 3 3 

7 7 7 

y 14 14 14 



\ 



2- Le produit d’une matrice A par un scalaire A avec: 



( 



\ 



A = 



a ij 



G M m n 



V 



) 
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est la matrice: 

( ■ \ 



AAl = A = 



Xdij 



Exemple 5.33 Si: 



V 



G Mjji n 



) 





( 1 1 5 ^ 




( \ A 5A ^ 


A = 


4 6 2 


=>• A A = 


4A 6A 2A 




l 3 1 




CO 

V 

V 
o 



De plus on a: * (^4 + B) = f A + t B et t (A A) = A f A 
3- La multiplication de deux matrices A et B definie par: 



( 



\ 



A 



IJ 



G 



m,n 



V • / 

f . \ 



et B 



bij 



G Mk,i 



V 



/ 
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est possible c’est-a-dire: A ■ B si n = k autrement dit le nombre de colonnes de la premiere 
matrice A est egale le nombre de lignes de la deuxieme matrice B. 

Alors on a: 



/ 



A ■ B = C = 



\ 



A 3 



€ M 



m.l 



V • / 

c’est-a-dire le nombre de lignes de la matrice C est le nombre de lignes de A et le nombre de 
colonnes de C est le nombre de colonnes de B, avec chaque est la multiplication de la i eme 
ligne de A par la j eme colonne de B rnais terrne a terrne d’ou: 



Exemple 5.34 Si: 



Cij — o 1 1 6 j j -{- Qj2 62 j A 0*363, A ••• A 0**776 



mj 



^ ^ O //•' 6/,-y . 



k = 1 








(l 1 1 ^ 




^2 1 ^ 


A = 


2 4 3 


€ A /3 3 et B = 


3 3 




l 6 1 3 J 




1° !/ 


( 5 


’ 5 \ 








=> AB = 



16 17 
15 12 



e m 3 . 



2 - 



Et on a: 1 (A - B) = l B A et dans le cas general la multiplication n’est pas permutative ( 
A ■ B 7 ^ B ■ A) car des fois A ■ B existe rnais B • A n’existe pas. 
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5.43 Inverse d’une matrice carree: 



On peut representer un systeme d’equation sous la forme matricielle d’ou: 

0. 11 X 1 + a 12 X 2 + 013*^3 + ••• + = 2/1 

021^1 + (I 22 X 2 + CI 13 X 3 + ... + Cl 2 nXn = 2/2 

< AX = Y 

CLnlXl + d n 2X2 “I - CL n 3X3 + ... -p CLnnX-n = Un 

avec: 





a n 


0-12 • 


CL\n 




' X\ ' 




' 2/i 




021 


022 • 


&2n 




X2 




2/2 


A = 








,x = 




et Y = 





\ Uni & n2 • • • ^nn ) \ %n J \ Un J 



Alors pour chercher X il suffit d’inverser la matrice A et on a: 

AX = Y<=t>X = A~ X Y car: A ■ A -1 = I. 

Pour cela les deux questions qui doit se poser sont l’existence et la methode de la recherche 
de l’inverse de la matrice carree A note A~ l . 

Dans un premier pas si A est la matrice associee a une application ip alors: 

A inversible ker (ip) = {O^} ker (A) = {Og} . 



on bien: 



A inversible 



les vecteurs colonnes de A sont independants 
les vecteurs lignes de A sont independants. 



De plus on a: 

(A ■ B r 1 = B~ l ■ A" 1 et {^A)~ l = l (A -1 ) . 



233 




5.43.1 Inversion d’une matrice par la methode de GAUSS: 

Pour determiner l’inverse de la matrice A par la methode de GAUSS il suffit d’appliquer des 
combinaisons lineaires simultanement a A et I qui transforment A en I et / en A -1 . 

Exemple 5.35 Calculer I’inverse de la matrice: 

^ 1 2 1 
A= 3 1 2 

i—142 
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En effet: 



Le type d’ operation sur 


A - 


-> 






la ligne (L) 










1 


2 


1 






3 


1 


2 






-1 


4 


2 




Li 


1 


2 


1 


L r 2 - 


- (f ) ^1 


0 


-5 


-1 


Eg — 




0 


6 


3 


L\ - 




1 


0 


3 

5 




L 2 


0 


-5 


-1 


Eg — 


(^) L > 


0 


0 


9 

5 


Li- 


(f)i s 


1 


0 


0 


L 2 — 


(t) Ls 


0 


-5 


0 




Lg 


0 


0 


9 

5 


Li 

1 




1 


0 0 




l 2 

-5 




0 


1 0 




L 3 

9 




0 


0 1 





5 



d 'oii: 

I 



1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 



1 


0 


0 








-3 


2 

5 


0 








1 


0 


1 








-1 


4 


0 






5 


25 






-3 


2 

5 


0 






-13 


12 


1 






5 


25 






-16 


0 


-1 






15 


3 






-58 


14 


1 






15 


25 


3 






-13 


12 


1 






5 


25 






-16 




0 




-1 




15 






3 




58 




14 


1 




75 




" 125 


15 




-13 




12 




5 




9 




45 




9 








/ : 


-16 


0 


-1 \ 








15 


3 


A- 1 = 






58 


14 


1 






75 


125 


15 






, : 


-13 


12 


5 , 






V 


9 


45 


9 / 



Alors le principe est de rendre les constantes qui se trouvent en dehors de la diagonale est 
egales a zero colonne par colonne, done pour la constante 3 qui se trouve dans la deuxieme 
ligne et la premiere colonne on a l’operation: 



L, - (?) Li 

la ligne ou se trouve la constante rnoins la constante sur le pivot (an) fois la ligne du pivot 
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done dans la premiere etape on elimine les deux constantes de la premiere colonne en utilisant le 
premier pivot, par contre dans la deuxieme etape on elimine les deux constantes de la deuxieme 
colonne en utilisant le deuxieme pivot, dans la troisieme etape on elimine les deux constantes de 
la troisieme colonne en utilisant le troisieme pivot, et dans chaque cas on utilise l’etape l’avant 
derniere. Finalement pour trouver I il suffit de diviser chaque ligne sur la constante qui se 
trouve dans la ligne. 



5.43.2 Inversion d’une matrice par la notion du determinant: 
Les determinants: 

Le determinant d’ordre 2: 

Si A est une matrice d’ordre 2 definie par: 




a b 

Alors le determinant de A note det A= est donne par la formule: ad — cb. 

c d 

Le determinant d’ordre 3: 

Si A est une matrice d’ordre 3 definie par: 

Oil «12 013 

021 O 22 023 

031 032 033 

Oil O12 O13 

Alors le determinant de A note det A= 021 022 a 23 est donne par la formule: 011022033 + 

031 a 32 033 

011022033 + 011022033 

—a 11022033 — 011022033 — 011022033 . 

On peut obtenir ce developpement par deux methodes: 
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1- La regie de SARRUS: 



Si dct A= 



Oil 


012 


013 


021 


022 


023 


031 


032 


033 



alors la regie de SARRUS consiste a repeter, au-dessous du 



tableau precedent, les deux premieres lignes, et a affecter du signe + les produits obtenus 

an 

«22 

033 

I 

013 



parallelement a la diagonale principale 



du signe - ceux obtenus parallelement 



a la diagonale non principale 



o 22 



031 



Oil 


012 


013 


021 


022 


023 


031 


032 


033 


Oil 


012 


013 


021 


022 


023 



2- Le developpement d’un determinant suivant une rangee: 

Dans le cas general c’est-a-dire: A 6 M nn on a: 



/ 




\ 








• CLij . 




=>■ det A = A = 


• ' ' a ij ' ' ■ ‘ 


V 




/ 







Done chaque determinant d’ordre n est donne par une somrne de n determinant d’ordre n — 1, 
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et il peut done etre developpe de 2 n fagons suivant une de ses rangees, sous la forme: 



ou bien: 



avec: 



n 

det A = 22 a,ij Xij developpement suivant la ligne i. 
i = i 

n 

det A = 22 a,ij Yij developpement suivant la colonne j. 
i— 1 



= (— l) i+J A ij , qui est le cofacteur de aij. 



A ij etant le mineur de a^j, determinant d’ordre n— 1 obenu en supprimant dans A la ligne et 
la colonne contenant aij. 

La repartition des signes a prendre devant les mineurs est alternee a partir du signe + de 
an, par exemple un determinant d’ordre 6: 



+ - + - + - 

- + - + - + 

+ - + - + - 

- + - + - + 

+ - + - + - 

- + - + - + 

Exemple 5.36 Calculer le determinant de 



A 



det A 



( l 2 1 ^ 
3 1 2 

V - 1 4 2 / 





1 2 




2 1 




2 1 


+1 


4 2 


- 3 


4 2 


+ ("1) 


1 2 



c ’est un developpement suivant la premiere colonne. 
2 - 8- 12 + 12 - 4 + 1 = -9. 
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Remarque 5.5 Dans Uetape I’avant derniere de la methode GAUSS. A est sous la forme 

( 1 0 0 ^ 



diagonale 



0-5 0 



V 0 0 I / 

done on trouve le meme resultat det A = —9 on multipliant les elements de la diagonale. 



3- Proprietes des determinants: 



A est dite singuliere si et seulement si det A = 0 
A est dite regiliere si et seulement si det A / 0 



det (Aj4) = \ n det (A) , det A) = det A , det (A ■ B) = det A ■ det B 
det (A ■ B) = det ( B ■ A) et det (^4 -1 ) = — — rv- 

Q6t ( Jx J 

Inversion d’une matrice: 

Pour qu’une matrice A est inversible il suffit que: detj4 / 0 de plus on a: 

A _1 = - - - •* (com A) 
det A y ’ 



avec (com A) est la comatrice de A obtenue en remplaqant chaque element de A par son 
cofacteur (X t j =(— 1)* +J A y , est le cofacteur de a^). 



Exemple 5.37 (1) Dans le cas d’ordre 2: 
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Exemple 5.38 (2) Soit la matrice: 



A = 



1 2 1 



3 1 2 



d ’ apres les calculs qu ’on fait: dct A = 9 



1 


l- 1 4 2/ 










^ -6 -8 13 ^ 




f -6 0 


3 N 


com A = 


0 3-6 


=>■* comA = 


-8 3 


1 




l 3 1 - 5 J 




^ 13 -6 


- 5 / 


i 


( * 


O 

CO| CO 


1 



=> A~' = 



1 



det A 



( com A) = 



V 



-8 3 1 

9 9 9 

13 ^6 ^5 

9 9 9 



5.44 Changement de base. Matrices semblables: 

Soit, dans un espace vectoriel E de dimension n, deux bases: 

B = (ei,e 2 , •••, e n ) et B' = (ei,e' 2 , ...,e' n ) 

On veut etudier le lien entre les coordonnees d’un vecteur u de E dans les deux bases B et B' 
en utilisant les proprietes des matrices. 

n 

Si les vecteurs e'- sont definies dans la base B par la formule: e'- = Y^ a ij e n alors la matrice 
de passage de la base B a la base B' 
est donnee par: 

/ 

«n a 12 • • • a in 

a 21 «22 • • • «2n 

p = 

\ C^nl ®n2 • • • Otnn J 



%— 1 



\ 
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Alors si on pose: 





' X\ 1 




' yi 




X2 




V2 


X = 




et A ' = 






\ x n J 




\ Vn / 



les deux matrices d’un vecteur u dans B et B' . D’ou les resultats suivants: 

X = P ■ X ' on bien X ' = P~ l ■ X 
Exemple 5.39 Soit I’espace M 3 muni de deux bases: 

B = (ei, e 2 , e 3 ) et B' = (e[, e' 2 , e' 3 ) 



avec: 



ei = (1, 0, 0) , e 2 = (0, 1, 0) , e 3 = (0, 0, 1) , e[ = (2, 3, 0) , e' 2 = (1, -1, 1) et e' z = (-1, 3, 5) 



P = 



( 2 1 -1 
3-13 
0 1 5 



ei 

e 2 (c’est la matrice de passage de B a B' . 
e3 



e i e 2 e 3 



car par exemple: e[ = (2 • e\) + (3 • e 2 ) + (0 • e 3 ) , alors il suffit de poser les vecteurs e[, e' 2 , e' 3 
sous la forme vertical. 



Alors si le vesteur X\ = 



( A 

5 

V 7 / 



dans la base B dans B',X[ = P L X\. 
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-1 



Et si le vecteur X ' 2 = 2 dans la base B' =>• dans B,X 2 = PX' 2 . 

V 4 / 

En effet: 



-13 1-1 1-1 

det P = 2 - 3 +0 = -34 




5.45 La matrice associee dans un changement de base: 

Dans un endomorphisme: 

Soit Ai la matrice associee a un endomorphisme / dans la base B\. Alors la matrice associee 
a / dans un changement de base B 2 
est donnee par la formule: 

A 2 = P~ 1 -A 1 -P 

ou P est la matrice de passage de la base B\ a la base B 2 . 
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1 . Exemple 5.40 On considere V application lineaire definie par: 



f : R 3 -> R 3 

( x,y,z ) f (x, y, z) = (2x - y + z, 3x - y - 3z, 3x + y + z) 



( 1 ) Determiner la matrice M associee a / relativement a la base canonique de R 3 . 

(2) Soient B\ = {111,112,11,3} une base de R 3 avec u\ = (2,— 1,-2), 112 = (1,0, —1) et U3 = 
(3,1,2) . 



a) 

b) 

c) 



Tro uver la matrice de passage P de la base canonique de R 3 a la base B\. 



Tro uver la matrice de passage Q de la base B\ a la base canonique de R 3 . 

dans la base canonique, determiner alors les composantes 



Si V est de composante 



-1 
V 3 J 



de V dans la base B\. 

d) Trouver la matrice N associee a / relativement a la base B\ . 

Solution: 

(1) La base canonique de R 3 est: B = {ei, 62,63} avec ei = (1,0, 0),e2 = (0,1,0) et e3 = 

( 0 , 0 , 1 ) 



alors: 



/ (er) = / (1,0,0) = (2,3,3) 

/ (e 2 ) = / (0,1,0) = (-1,-1, 1) 

/ (e 3 ) = / (0,0,1) = (1,-3, 1) 
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ce qui implique que: 



M 



( 2 -1 1 \ 

3 -1 -3 

3 1 1 



V 



/ 



ei 

e2 

e3 



/(e l) /(ei) /(ei) 



(2) Soient i?i = {mi, U2, M3} une base de M 3 avec u\ = (2, —1, —2) , 112 = (1 
( 3 , 1 , 2 ) . 

a) la matrice de passage P de la base canonique de M 3 a la base B\. 



1 2 


1 


3 ^ 


ei 


-1 


0 


1 




I " 2 


-1 


2 J 


e3 


Ml 


U2 


U3 





b) la matrice de passage Q de la base B\ a la base canonique de 



Q = P ~ 1 



1 

det P 



•* (cornP) 



suivant la 2 eme ligne on a 



det P 
5 



(- 1 ) 



1 3 

-1 2 



1 



,0, -1) et u 3 



: 1 
2 -1 
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et 




c) Si V B = 



1 

— 1 dans la base canonique, determinons alors les composantes de Vb 1 



dans la base B\. 
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d) Trouvons la matrice N associee a / relativement a la base B\. 
on a: N = Q • M ■ P 




Dans une application lineaire definie de E dans F: 

Soit A\ la matrice associee a une application lineaire / definie de E muni d’une base B\ dans 
F qui est muni de la base B 2 . 

Alors apres le changement de base dans E par B[ et dans F par B 2 . On a les deux matrices 
de passages de B\ vers B\ qu’on 

la note par P et de B 2 vers B' 2 notee Q Alors la matrice associee a / dans ces changements 
de bases 

est donnee par la formule: 

A 2 = Q~ 1 A 1 P 

1. Exemple 5.41 On considere V application lineaire definie par: 

f : M 3 -»• M 2 

( x,y,z ) f (x,y,z) = (2x-y + z,3x-y - z) 

(1) Determiner la matrice M\ associee a / relativement aux bases canoniques de R 3 et R 2 . 

(2) Soient B[ = {u^u^u^} une base de R 3 avec = (2,— 1,-2), u' 2 = (1,0, —1) et u' 3 = 
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(3,1,2) 

et B 2 = (e). e ' 2 } avec = (1, 3) et e' 2 = (2, 5) une base de R 2 . 

a) Tro uver la matrice de passage P de la base canonique de R 3 a la base B[. 

b) Tro uver la matrice de passage Q de la base canonique de R 2 a la base B 2 . 

c) Tro uver la matrice de passage P” 1 de la base B[ a la base canonique de R 3 . 

d) Trouver la matrice de passage Q^ 1 de la base B 2 a la base canonique de R 2 . 



e) Si Vi est de composante 



/ 1 \ 



-1 



V 3 J 

posantes de V\ dans la base B[. 



dans la base canonique, determiner alors les com- 



f) 

g) 



Si V 2 est de composante | ] dans la base B 2 , determiner alors les composantes de V 2 

7 

\ 

dans la base canonique 



Trouver la matrice M 2 associee a / relativement aux bases B[ et B 2 . 



5.46 Exercice: 

Exercice 01: On considere l’application de R 3 dans R 3 definie par: 

/ (x, y, z ) = (2x — 6 z, y + 5 z, x — 3 z) 



(1) Montrer que / est une application lineaire. 

(2) trouver le noyau de / (ker /) . 

(3) Deduire dim (ker /) et dim (Im /) . 



Exercice 02: Repondre par vrai ou faux et justifier votre reponse: 

1) A 2 = I => A = ±1 2) A 2 = 0 A = 0 3) A 2 = A => A = I ou A = 0. 

4) supp A diagonale A ■ B = B ■ A 5) supp A-B = B- A^A- t B= t B-A 
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6) supp A ■ B = B ■ A et A 1 existe=^- A 1 • B = B ■ A 1 



Exercice 03: 
1 ) 



2) Supp: 



Exercice 04: 



2 ) 



Exercice 05: 



(1) 

(2) 

a) 



Soit A une matrice carree 

Montrer que: si A 4 = 0 alors (I — A)~ l = I + A + A 2 + A 3 . Dans ce cas ( I + A) est-elle 
inversible? 

Si oui donner son inverse. 



Montrer que: si A n+1 = 0 alors (I — A) 1 = / + A-\ \- A n . Dans ce cas (/ + A) est-elle 

inversible? 

Si oui donner son inverse. 



1) Calculer l’inverse de la matrice A 
par la notion de la comatrice. 



( 1 

V 4 



2 

2 

5 



3 

2 



par la methode de GAUSS et 



Determiner le rang de la matrice suivante: 



C = 



( \ 13 

1 2 5 
^238 



5 ^ 
9 

14 / 



On considere l’application lineaire definie par: 



/ : M 2 -*• M 2 

(x, y) ^ f (x, y ) = (2x - y, 3x - 5 y) 



Trouver la matrice M associee a / relativement a la base canonique 
B de M 2 . 

Soit B\ = {u\,U 2 } une base de M 2 avec u\ = (2, — 1) , U 2 = (5, 3) . 

Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R 2 a la base B\. 
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b) Trouver la matrice de passage Q de la base B\ a la base canonique de R 2 . 

/ 2 \ 

c) Si V\ est de composante dans la base canonique, determiner alors les composantes 

V 7 / 

de V dans la base B\. 

d) Deduire la matrice N associee a / relativement a la base B±. 

Exercice 05: On considere l’application lineaire definie par: 

/ : R 3 -> R 3 

( x,y,z ) f (x,y,z) = (2x - y + z,3x - y - z,dx + y + z) 

(1) Trouver la matrice M associee a / relativement a la base canonique B de R 3 . 

(2) Soit B\ = {ui,U 2 ,u%} une base de M 3 avec u\ = (2,— 1,-2), U 2 = (1,0, —1) et U 3 = 
(3,1,2) . 

a) Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R 3 a la base B\. 

{ 1 ^ 

b) Si V est de composante —1 dans la base canonique, determiner alors les composantes 

V 3 

de V dans la base B\. 

c) Trouver la matrice N associee a / relativement a la base B\. 

Exercice 06: On considere l’application lineaire definie par: 

/ : R 2 -> R 3 

(x,y) ^ f (x,y) = (x,y,x + y) 

Soient B 2 = {ei,e2} et B 3 = {^1,^2,143} les bases canoniques 
de R 2 et R 3 . 

(1) Donner la matrice M associee a / relativement aux bases B 2 et B%. 
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(2) Soient C2 = {^1,^2} une base de R 2 avec v\ = (1, 1) , V2 = (—1,0) et C3 = {w\, W2, 1113} 
une base de R 3 

avec vj\ = (0, 1, 3) , W 2 = (— 1, 0, 1 ) et W3 = (—2, —1, 0) . 
a) Trouver la matrice de passage P de la base B2 a la base C2 ■ 



b) 

c) 



Determiner la matrice de passage Q de la base B% a la base C3. 

( i\ 



Si V est de composante 
dans la base C3. 



5 

V 2 / 



dans la base B 3 , determiner alors les composantes de V 



d) Trouver la matrice N associee a / relativement aux bases C 2 et C3. 



5.47 Universite de Tlemcen AnneeUniversitaire 

: 2010 - 2011 . 

Faculte des sciences Le: 17 - 02- 2011 

Tronc Commun LMD ST-SM Epreuve Finale 

Module: MATH 1 Sujet HT Duree: lh 30 



Exercice 01: (9pts) Soient (U n ) et (V n ) deux suites definies par: 



f t/ 0 = 3 f = i 

\ u n+ 1 = 6 \ V n+ i = ^+i±^ 

(1) (1 pt) Montrer par recurrence que: Vn £ N, V n < U n . 

(2) (1 pt) (U n ) est-elle croissante ou decroissante? justifier votre reponse. 

(3) (1 pt) {V n ) est-elle croissante ou decroissante? justifier votre reponse. 

(4) (1 pt) En deduire que les suites (U n ) et {V n ) sont convergentes. 
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(5) 


(1 


pt) 






(6) 


a) 


(1 


pt) 


b) 


(1 


pt) 






(7) 



En deduire que les suites (U n ) et (V n ) sont adjacentes. 
On definit la suite ( W n ) par: W n = V n — U n . 

Montrer que (W n ) est une suite geometrique. 

calculer la limite de ( W n ) par deux methodes differentes. 

Soit la suite ( T n ) definie par: 

m U n + 2 V n 



a) (1 pt) Etudier la monotonie de la suite (T„) ngN . 

b) (1 pt) En deduire: 

lim U n et lim V n . 

n— >+oo n^+oo 



EXERCICE 02: (7pts) Soit la suite ( U n ) definie par: 



U ° = 2 ’ 



U n -\-\ — 



1 + u n 



pour tout n > 0. 



(1) (1 pt+1 pt) Montrer que: Vn G N : U n ) 0 et U n (1. 

(2) (1 pt) ( U n ) est-elle croissante ou decroissante? justifier votre reponse. 

(3) (0.5 pt) En deduire que la suite (U n ) est convergente. 

(4) (1 pt) Demontrer que, pour tout n £ N, on a: 

l^n+l — 1| < - | Un — 1| 



(5) (1 pt) En deduire que, pour tout n £ N, on a: 

\U n ~l\ < Q) \Uq ~ 1| 

(6) (1.5 pt) En deduire de (5) la limite de la suite (t/ n ) ngN . 
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EXERCICE 03: (4pts) 

(1) (1 pt) 

(2) (1.5 pt) 

(3) (1.5 pt) 



six>0 

Soit / une fonction definie par: < 

I sin x — x si x < 0 

Donner l’ensemble de definition de la fonction /. 
Cette fonction est-elle continue pour x = 0? 

Est-elle derivable pour x = 0? 

U niversitedeTlemcen 

2010 - 2011 . 



AnneeUniversitaire : 



Faculte des sciences 

Commun LMD ST-SM Epreuve Finale 

Module: MATH 1 Sujet 11° 1 M Le corrige ** 



Exercice 01: Soient (U n ) et (V n ) deux suites definies par: 



Co = 3 

J n -\- 1 



TT Un + Vn 

U n.- 1-1 — o 



et 



Vo = \ 

T/ Un+l+Vn 

Vn -\- 1 — 2 



(1) Montrons par recurrence que: Vn G N, V n < U n . 



Pour n = 0 on a: \ < 3 => Vo < Uq. (0.25 pt) 

Supposons que: V n <U n pour un n G N et montrons que: V n+ i < U n+ \. 

n + 1 



V n+ \ - u n + 1 = Un +\ +Vn - u n+ 1 = = < 0 d’apres l’hypothese 



/ n+ 1 u n + 1 — 2 

de recurrence. (0.75 pt) 

Conclusion: Vn £ N, V n < U n . 



(2) (1 pt) (U n ) est-elle croissante ou decroissante? 

U n+ 1 — U n = Un + Vn — U n = Vn ~ Un < 0 d’apres (1)=^- (U n ) est decroissante. 

(3) (1 pt) (y n ) est-elle croissante ou decroissante? 
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14+1 14 

croissante. 



Un+l+Vn 

2 



~V n 



Un-\-l~Vn 

2 



lfn ^ Vn —^ 2 = — 4 — > 0 d’apres (!)=>- ( 14 ) est 



(4) (lpt) En deduire que les suites (U n ) et (14) sont convergentes. 

- (U n ) est une suite decroissante minoree par Vq => (U n ) est convergente 
(on pose: l\ sa limite). 

- (14) est une suite croissante majoree par Uq => (14) est convergente (on pose: l 2 sa limite). 



(5) En deduire que les suites (U n ) et (14) sont adjacentes. 

- On a: Vn £ N, 14 < C/ n .(0.25pt) 

- En plus: (U n ) est une suite decroissante et (14) est une suite croissante . (0.25pt) 

- Dans la relation de recurrence on a: (0.5pt) 



TT U n + 14 U n + V n 

u n+ 1 = => linr U n+ \ = Inn 

Z n— >+oo n— >+oo / 

h = l l±h^ h = i 2 . 



Alors les deux suites sont adjacentes. 



(6) On definit la suite (114) par: W n = V n — U n . 
a) (lpt) Montrons que ( W n ) est une suite geometrique. 



w n+1 14+1 - u n+ 1 Un+1 2 +Vn - U n+ 1 



w n 



V n -U n 



V n ~ Un 



T r TT T/ — Un+Vn 

Vn — Un+1 y n 



n ^ n 

Vn-Un 



V n ~ U n V n ~ U n V n - U n 



1 

4 



Alors (W n ) est une suite geometrique de raison l 4 . 
b) calculer la limite de ( W n ) par deux methodes differentes. 



a) (0.5pt) 

lim W n = lim (14 — U n ) = h — h = 0 car: l\ = l 2 

n— >+oo n— >+oo 
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b) (0.5pt) 



W n =[=r) W 0 =► lim W n = 0. 
4 / n— >+oo 



(7) Soit la suite (T n ) definie par: 



T n = 



U n + 2V n 



a) (lpt) Etudier la monotonie de la suite (T n ) neN . 

n xw a n t- v r i _i 2 1,1 • : • 

Un+iVn 2 ^ 2 



Tn+1 — T„ — 



Un + Vn 
2 



_ U n + i+2V n +i 
n ~ 2 

U n+V n +Vn 

2 



+ 2 - 



2 2 
Alors T„ est une suite constante. 



2 2 
- U »+ 2V " = 0,Vn € N 



Un-\-2V n 

2 



b) (lpt) En deduire: 



lim U n et lim V n . 

n — >-|-oo n— >+oo 



On a: T n = T 0 = = 2 => 



r U n + 2V n l\ + 2li 4 

lim = = 2 =$■ /i = lo = 

n— >+oo 2 2 3 



EXERCICE 02: Soit la suite (t/ n ) definie par: 



^=2’ 



E/ n +i = \l + w pour tout n > 1. 



(1) Montrer que: Vn G N : U n ) 0 et U n ( 1. 



a ) U n > 0 (A n ) 

Pour n = 0 on a: t/o = \ > 0 (Aq) est vraie....(0.25). Supposons que (A n ) est 
pour un n 6 N. 

et montrons que(A n+ i) est vraie q-a-d:U n+ i > 0? 
en effet: :U n+ \ = \J 1+ 2 n > 0 (0.75pt) 

D’ou U n > 0, Vn € N. 



vraie 
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b) U n < 1 (B n ) 

Pour n = 0 on a: Uq = \ < 1 =4> (Bq) est vraie....(0.25). Supposons que ( B n ) est 
pour un n G N. 

et montrons que(i? n+ i) est vraie q-a-d:U n+ i < 1? 

/ Uji-1 

en effet: :U n+ \— 1 = J l+ ^ n — 1 = 



' 1 + Vn 



+i 



<0 (0.75pt) 



D’ou U n < l..Vn G N. 



(2) (lpt) (J7 n ) est-elle croissante on decroissante? 
(U n ) n gN est croissante, car: 

Un+l U n = 



1 + u n 



1 ~\-Un 



~ U n = 



- ul 



— 2 + U n + 1 

\IUF + Un 



+ u n 

> 0 car 0 <U n < 1. (apres l’etude du polynome) 



(3) (0.5 pt) En deduire que la suite (U n ) est convergente. 



La suite (U n ) n gN est convergente car elle est croissante majoree par 1. 



(4) (1 pt) Demontrer que, pour tout n G N, on a: 



|^n +1 - 1| < j l^n - 1| 



|£Wr-l| = 



1 + U n 



- 1 



Un 1 



1 + ^n 



+ 1 



<2^-11 



car: 



1 ~\~Un 



< 1. 



+ 1 



(5) (1 pt) En deduire que, pour tout n G N, on a: 



I Un 1 1 — { 2 ) 1^0-11 



vraie 
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D’apres (4) 



\U n ~l\< l 2 \U n -l~l\< Q) |0n-2-l|<-< ( 2 ) l^n-n-l|=Q) \U 0 - 1 



(6) (1.5 pt) En deduire de (5) la limite de la suite (17, 



n /nG N * 



I U n 1 1 < 



| ZTq — 1 1 =>■ lim \U n — 1| < lim 



n— >+oo 



+oo V 2 



|C7o - 1| = 0 



=> lim | U n — 1 1 = 0 lim U n — 1 = 0 => lim U n = 1 



n— >+oo 



n— >+oo 



n — >+00 



EXERCICE 03: Soit / une fonction definie par: < 



x 2 In# 
x-\-l 



si x > 0 



sin x — x si x < 0 
(1) (lpt) L’ensemble de definition de la fonction / est: Df = M. 

(2) (1.5pt) Cette fonction est-elle continue pour x = 0? 



0 et lim (since — x) = / (0) = 0 
lim / (x) = lim f (x) = f (0) = 0 

x— >0+ a:^0~ 

Alors / est continue en 0. 

(3) (1.5pt) Est-elle derivable pour x = 0? 



x 2 In x 

Inn = 

a:^0+ X + 1 



La derivee a droite: 



lim 



f (x)-f (0) 
x — 0 



X 111 X 
lim 

x^o+ x + 1 



= 0 



La derivee a gauche: 



lim 

x — >0“ 



/ (a)- / (0) 

x — 0 



sm x — x sin x 

lim = lim 1=0 

x->0- X a:— >0“ X 



lim 



f (x) - / (0) 
x — 0 



lim 

x—>0~ 



f 0)-/ (Q) 

x — 0 



Alors / est derivable en 0. 

Universite de Tlemcen Annee Universitaire : 2007-2008 
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Faculte des sciences 



MATH 2 



Tronc Commun LMD ST-SM 



Controle continu 

Mai 2008 - Duree : 1 h 30. 



N-B I Inscrire le numero de groupe sur la copie d’examen. 



le cours: ( sur 6 points) 



(1) Donner la forme generale d’une equation differentielle lineaire du premier ordre. 

( 2 ) Resoudre l’equation : 



/ 

x y + y = arctanx 

(3) Donner la forme generale d’une equation differentielle lineaire du 2 cme ordre a coef- 
ficients constants. 

(4) Resoudre l’equation : 

y + 2 y + y = Ax 2 . 



ice 01: ( sur 5.5 points) 



Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 



F = {(x, y, z ) ; x = y = zj G = {(i,0,z);ieR , z G R} 



(1) Montrer que F et G sont des s-ev de R 3 . 

(2) F et G sont-ils supplement aires?. 



cice 02:( sur 8.5 points) Calculer les integrales indefinies suivantes: 



1 ) 



1 



x (x — l) 2 (x 2 + 1) 



-d x 




d x 

cos x — sin x + 1 
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d x 

x 2 + 2x + 2 



1. (1) Donner la forme generale d’une equation differentielle lineaire du premier ordre. 

A{x) y +B(x)y = C(x ) (0.25). 

avec A(x) ,B(x) et C(x) sont des fonctions continues sur ICR (0.25). 

(2) Resoudre l’equation : 

/ 

x y + y = arctanx 

Sans seconde membre: (1 point). 

Avec seconde membre: (1.25 point). 

Conclusion (0.25) 

(3) Donner la forme generale d’une equation differentielle lineaire du 2 eme ordre a coef- 
ficients constants. 

Ay +By + Cy = f (x) . ou y + B y + C y = f (x) (0.25). 

avec A , B et C sont des constantes (4^ 0 ....(0.25)) et / (x) est une fonction 
continue sur ICR (0.25). 

(4) Resoudre l’equation : 

y +2 y + y = Ax 2 . 

Sans seconde membre: (1 point). 

Avec seconde membre: (1 point). 

Conclusion (0.25) 

ice 01: ( sur 5.5 points) Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 

F = {(x, y, z ) ; x = y = zj G = {(i,0,z);ieR , z 6 R} 
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( 1 ) 



F / 0 (0.25) + (0.25) sur la preuve 

...U 1 + U 2 (0.25)+ (0.25) sur la preuve 

....au (0.25)+ (0.25) sur la preuve, de meme pour G. 



(2) 



F nG = {( 0 , 0 , 0 )} (0.25) 

” D ” (0.25)+” c” (0.5) 

M 3 = F + G (0.25) 

” D ” (0.25) +”C” (0.5) 



Concision: la somme est directe.., ....(0.25) =^F et G sont supplement aires.. ...(0.25) 
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cice 02:( sur 8.5 points) Calculer les integrates indefinies suivantes: 



W dz 

1-2 2 2 z 



On pose 
f d y 
i y 2 + 1 



JL j I ^ U, Ju . 

J x (x — l) 2 ( X 2 + 1) 

la decomposition en elements simples.. ...(0.25 + 0.25 + 0.25 +0.25) 



calcul des 4 constantes. 



.(0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25 +0.25) 



calcul des 3 integrates (0.25 + 0.25 + 0.25+0.25+0.25 )+ ( 0.25 sur 



cos x — sin x + 1 



T 

tan 



.(0.25) 



= 2 arctan z. 



.(0.25) 



1 + z 2 
1-z 2 
1 + z 2 ' 
2z 

1 + z 1 ' 



.(0.25) 



.( 0.5 ) 



.(0.5 ) 



^ tn = .la reponse enz= .la reponse en x 

1 — z z — 2z + 1 + 



(0.25 + 0.25 + 0.5 + 0.25) + ( 0.25 sur la cste) 



f d x 
I {x 2 + 2x + 2) ' 
d x 

(x 2 + 2x + 1 + 1) 
d x 



.(0.25) 



J (x + iy + 1 

y = x + l=>dx = dy. 



(0.25) 



.(0.25) + (0.25) 



= arctan y + c , c € 



.(0.25) 



= arctan (x + 1) + c , c £ 



.(0.25) 



Universite de Tlemcen 



Annee Universitaire : 2010-2011 



Faculte des sciences 



MATH 1 



Commun LMD ST-SM Controle continu (Le rattrapage) 
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19 Janvier 2011 - Duree : 1 h 30. 



Exercice 01: 

(1) Soit E un ensemble sur lequel est definie une relation binaire qui est: 
transitive et Vx G E, x n’est pas en relation avec lui rnerne par la relation K. 

1. On definit sur E une autre relation \b definie par:: 

a ^>b a Wj ou a = b 

\b est-elle une relation d’ordre? 

(2) Dans Z* on definit la relation 3 1 par: 

x 3 1 y a divise b ou b divise a. 

caracteriser l’ensemble quotient Z*/^ s’il existe? 

(3) Dans P (N), ensemble des parties de N, on definit la relation d’ordre par: 

V (A, B) e P (N) x P (N) , 

(a) Cet ordre est-il total ? Justfier. 

(b) Montrer que P (N) adrnet un majorant et un minorant relativement a l’ordre 

(4) Soit 12 la relation d’ordre definie sur N* par: 

x 9 |/<S> ]n Gfltel que : x n = y . 

Soit l’ensemble A = {1, 4, 8} . Determiner s’ils existent, Max A et Min A pour l’ordre D. 
Exercice 02: 
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Soit la fonction: / : M — ► ] — 1, 1[ definie par: 



x f (x) 



X 

1 + \x 



f est-elle injective? surjective? bijective? Justifier et si oui determiner la fonction inverse 
(reciproque). 



Exercice 03: Soient a et x des nombres reels. Montrer par l’absurde que: 

Si [a / 0 et que l’on a |x — a| < a] alors \x / 0 et le signe de x est le signe de a]. 

Bareme: Ex 01 : 11 pts ; Ex 02: 5 pts ; 

Ex 03: 4 pts . 

Universite de Tlemcen Annee Universitaire : 2010-2011 

Faculte des sciences MATH 2 

Commun LMD ST-SM Controle continu Le rattrapage" Le corrige" 

04 Juin 2011 - Duree : 1 h 30. 



Exercice 01: (5points) Calculer les integrales indefinies suivantes: 



l)h = 



dx 



1 — 2 sin x + cos x 



On pose : x = 2 arctan z => dx = 



1 + z 2 



zdz, sinx = 



2z 



1 + z 2 



1 — z 2 X 

cos x = et z = tan — 

1 + z 2 2 



* h = J 

=> h = ~ 



1+Z- 



rdz 



dz 



dz 



1 



1 o 2z I 1—z 2 
1 “ z ' T+z 1 + T+z 7 



z 2 - 2z + 1 



{z-iy 



z - 1 



+ c, c G 



tan | — 1 



+ c, c G 
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2 )h = 



' 2x + 6 , 1 

— a x = - 

3x 2 + x + 1 3 . 



6x + 18 , 1 

— ax = - 

3x’ 2 + x + 1 3 „ 



' 6x + 1 + 17 
3.x 2 + x + 1 



dx 



If 6x + l 
3 J 3.x 2 + x + 1 



1 



dx+ l l(- 

3 j 3x 2 + x + l 



dx 



u; 

3 3 



j dx 



T 2 I i I i L I 1 

^ 3 ^ 36 36 ~ 3 



= ^ In (3x 2 + x + 1) + 

= ^ In (3x 2 + x + 1) + 

1 , , , ,17 f 1 

= -ln(3x 2 + x + l) 4 / 7j 

3 1 ; 9 M-+I) 2 +M 

1, , 2 V 17 36 f 1 

= - In (3s + x + 1) + — ■ — J 



dx 



dx 



(w)‘ + 1 



-dx 



on pose: t = 






r 1, , 2 , 17 36 x/ll / 6x 4- 1 \ 

h = - In (3x + x + 1) + — • — • — — arctan ^ j + c, c G 

1, , o \ 34 / 6x 4- 1 \ 

= - In (3.x + x + 1) 4 = arctan — + c, c G M 

3 v ' 3 v/II V \/H ) 



ixercice 02: (15 points) 

(1) Soit / : M — > M tel que: / (x) = x + e x une fonction bijective. 



On note g son application reciproque qui est indefiniment derivable sur 



a) (3 points) Sans calculer g trouver les valeurs de g (1) ,g ' (1) et g" (1) . 



On 



remarque que: / (0) = 1 =$■ g (1) = 0. En plus on a: g' (y) = jt^ 



i 

f '(g(y)) 



9'( 1) 



i _ i 



/'( 0) “ 2‘ 

De meme- a" (v) ~ ~ f ^ a " m - ~f "O) _ 

ue meme. g [y) - (/ ^g OJ - - 



b) (lpoint) En deduire le developpement limite de g au point 1 a l’ordre 2. 
Le D1 est: \ (x — 1) — 4 (x — l) 2 + o (x — l) 2 . 
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(2) (3points) Determiner a, b G M* pour qu’au voisinage de 0: 



x — ax 
1 + bx 2 



arctan x — '' = o (x 5 ) 



On a: arctan x = x — y + y + o (x 5 ) et = x — (a + b) x 3 + b (a + b) x 5 + o (x 5 ) par 

la division suivant les puissances croissantes. 

a /c\ iU-("6 — 4 = 0 . „ 

arctan x — = o (x 5 ) < =^o=^#et6=|. 

‘ /Mu-6 )'--, 0 

(3) Soit / une fonction de classe C* 2 sur [0, 1], / (0) = 0. 
a) (lpoint) Ecrire la formule de Mac-Laurin de / a l’ordre 1. 



/ (x) = / (0) + f ' (0) x + —f " (9x ) , 0 < 0 < 1, Vx <E [0, 1] . 



b) (3points) En deduire la lirnite de la suite ( U n ) >x definie par le terrne general 



u „, = ^ / ( ^ > !• 

fc=i 




n 



On: 



k 

0 < — 9 < 1, Vn > 1 et VA; G {0, 1, n} 



* f (^) = ^ /,(0) + 7rf / "l < ’7 



A : 2 






y' t ( k \-f'^S- k | f "^ Tk 2 

2^i •' [ n 2 ) r ,2 Z_^ A + Ur)4 A 



fc=l 






fe=i 



fc=i 



/'( 0 ) n (n + 1 ) f " (0%) n (n + 1 ) ( 2 n + 1 ) 






=> lim U n = 

n— *+oo 2 



2 1 2?r 4 

/'( 0 ) 



6 



Indication: 



n(n + l) ^ 2 n(n + l)(2 n+l) 

5 et 2^ ' - <; ■ 



E* 

fc=l 



fe=l 
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(4) (2points+2points) Calculer les limites suivantes en utilisant la notion du developpement limite. 



a) lim lim (tan ^ 

X^+OO \ 2 ) X— >1 V 4 



tan 



lim 

x — >+oo 



a x + b x \ x 



= e J 



In 



= < 



a si b = a 

+•- m . 

lim e V / = lim e V 

#—>■+00 # — >+oo 

= lime lna ~* ln2+ x (o) = a si b < a 
#—>■+00 

= b si a < b 



= max (a, b) . 



b = lim ( tan — ) 

x— >i V 4 / 

=>. & = lim e tan (™+5) ln ( tan ( 

2/ — ^0 



on pose: y = x — 1 

)) 



7ry _ 1 _ 7T > 

4 -r 4 , 



_ 


cot an( ^ 


) in 


lim e 


V 2 




1 

O 








2 / 1+tan 


Try 


lim e 


l 1-tan 


Try 



1+tan 



-1 



, Try 
1 ~3~ 






= lim e ^ = e 1 car: tan a ^2 a au V (0) 

y-> 0 



Bareme: Ex 01 : 5pts ; Ex 02: 15pts. 



Universite de Tlemcen 
Faculte des sciences 
Commun LMD ST-SM 



Annee Universitaire : 2010-2011 
MATH 2 

Controle continu Le rattrapage 

04 Juin 2011 - Duree : 1 h 30. 



Exercice 01: (5points) Calculer les integrales indefinies suivantes: 




dx 

1 — 2 sin x + cos x 



265 





2x + 6 
3x 2 + x + 1 



dx . 



5xercice 02: (15 points) 



(1) Soit / : 



tel que: / (x) = x + e x une fonction bijective. 



On note g son application reciproque qui est indefiniment derivable sur 



a) (3 points) Sans calculer g trouver les valeurs de g (1) ,g' (1) et g" (1) . 

b) (lpoint) En deduire le developpement limite de g au point 1 a l’ordre 2. 
(2) (3points) Determiner a, b 6 M* pour qu’au voisinage de 0: 



arctan x — 



x — ax 
1 + bx 2 



= o (x 5 ) 



(3) Soit / une fonction de classe C 2 sur [0, 1], / (0) = 0. 
a) (lpoint) Ecrire la formule de Mac-Laurin de / a l’ordre 1. 
b) (3points) En deduire la limite de la suite ( U n ) n >1 definie par le terrne general: 



U n = T f ( ^ ,n> 1 



k = 1 



n- 



Indication: 



k — n ( n + 1 ) e t ^2 k 2 — n + + ^ 

k = 1 k= 1 



6 



(4) (2points+2points) Calculer les limites suivantes en utilisant la notion du developpement limite. 

" a X + b X \ x / 7rrr:\tan J 



a) lim 

x — >-)-oo 



.6) lim (tan =) 



Bareme: Ex 01 : 5pts ; Ex 02: 15pts. 



266 




Universite de Tlemcen Annee Universitaire : 2010-2011 

Faculte des sciences MATH 2 

Commun LMD ST-SM Controle continu Le rattrapage" Le corrige" 

04 Juin 2011 - Duree : 1 h 30. 



Exercice 01: (5points) Calculer les integrates indefinies suivantes: 




dx 

1 — 2 sin x + cos x 



On pose : 



, 2 , 2z 

x = 2 arctan z =>• dx = ~dz, sin x = 



1 - z* 



1 + z 2 



1 + z 



2 ’ 



COSX = 



et x 



=> h = 



=>- h = - 



th* dz 



dz 



1 - 2 ■ 



2z 



1-z 2 



tan | — 1 



1+z 2 ' 1+z 2 

T c, c £ M. 



z 2 — 2z + 1 



1 + z 2 
dz 1 



(z-l) s 



z — 



2 ) h = 



' 2.x + 6 , 1 

— t, dx = - 

3x 2 + x + 1 3„ 



6x + 18 , 1 

— 7, dx = - 

3x 2 + x + 1 3 



1 6x + 1 + 17 
3x 2 + x + 1 



dx 



If 6x + l 
3 J 3x 2 + x + 1 



1 



dx + l l[- 

3 J 3x 2 + x + l 



dx 



1 17 r 

= - In (3x 2 + x + 1) + — / 

= ^ In (3x 2 + x + 1) + 

1 17 r 

= - In (3x 2 + x + 1) + — 



1 

+ I + 5 



dx 



™2 ] x _i_ 4 L 

3 36 36 



1 



1 , , 2 N 17 36 

= -ln(3x +x + !) + — • — 



(* + l ) 2 + M 

1 



dx 



dx 



dx+l 

vTT 



-dx 



+ 1 



= tan- 
2 



— A c, c £ M 
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on pose: t = 

V 11 



dt = -r=dx 
v 11 



r 1 , 2 \ 17 36 v 7 !! 

h = - In ( 3x + x + 1 ) + — • — • — — arctan 

3 9 11 6 



6x + 1 

^TT 



+ c, c £ 



1 , 2 v 34 

= - In 3x + x + 1 ) 4 i= arctan 

3 v ’ 3/lI 



6x + 1 

W 



+ c, c e 



ixercice 02: (15 points) 

(1) Soit / : 



tel que: / (x) = x + e z une fonction bijective. 



On note g son application reciproque qui est indefiniment derivable sur 

a) (3 points) Sans calculer g trouver les valeurs de g (1) ,g' (1) et g" (1) . 

On remarque que: / (0) = 1 => g (1) = 0. En plus on a: g' (y) = jrr^ 
i _ l 



i 

/ '(g(y)) 



</(!) = 



/ '(0) “ 2- 

De meme- a" (v) - ~ f ^ a " (\ \ - zl "O) _ _ 8 

ue meme. g [y) - (/ 7 ^^ ^9 UJ - (JT^ - » 

b) (lpoint) En deduire le developpement limite de g au point 1 a l’ordre 2. 
Le D1 est: \ (x — 1) — 4 (x — l) 2 + o (x — l) 2 . 

(2) (3points) Determiner a, b € R* pour qu’au voisinage de 0: 



arctan x — 



x — ax 
1 + bx 2 



= o (x 5 ) 



On a: arctan x = x— ^ + ^+ 0 (x 5 ) et z = x — (a + b) x 3 + b (a + b) x 5 + o (x 5 ) par 
la division suivant les puissances croissantes. 

a + b — 4 = 0 . „ 

arctan x — ?~? z 2 = o (x 5 ) a = ^4 et b = 

{ b (a — b) - 1-0 

(3) Soit / une fonction de classe C 2 sur [0, 1], / (0) = 0. 



a) (lpoint) Ecrire la formule de Mac-Laurin de / a l’ordre 1. 



2 

/(x) = /(0) + / ' (0) x + y/ " (9x ) , 0 <0 < 1, Vx G [0, 1] . 
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b) (3points) En deduire la limite de la suite ( U n ) n >1 definie par le terme general: 



U n 



n 



E/ 




, n > 1. 



On: 



k 

0 < — ^ < 1, Vn > 1 et Vfc E {0, 1, n} 

n z 



k 



n- 



f'M£ k+ L^)± k > 



7V 



k = 1 



E/ 

fe=i 

/'(0) n(ra + 1) / " (0£) n (n + 1) (2n + 1) 



k = l 



n * 

lim Un = 

n— >+oo 



2 

/'(O) 



2?r 4 



6 



Indication: 



^ £ _ n ( n + 1 ) ct ^ £.2 _ n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) 

k= 1 fc=l 



6 



(4) (2points+2points) Calculer les limites suivantes en utilisant la notion du developpement limite. 



a) lim 
£—>+00 



a x + b x \ x 



,b) lim (tan 



tan ^ 



lim 

x — >+oo 



a x + b x 



— ga 



In 



= < 



a si b = a 

/ = lim e V 
£ — >+00 



lim e 
£ — >+00 

= lime lna -- ln2+ -(-)" = a si 6 < 
£ — >+00 

= b si a < b 



a 



= max (a, b) . 
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b 



lim ( tan — — ) 
x— >1 V 4 / 

b = lim e tan (^- 
y^O 



lim e 

y^O 



lim e 

y—*o 



— cot an( + ) In 



1+tan 



on pose: y = x — 1 
|ln(tan(Y + f)) 



1+tan 
1 — tan 



iry \ 1-tan 



-1 



= lim e 
2/ — >0 



4 tan 



Try = e 



-1 



car: tan a ^ a 
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Bareme: Ex 01 : 5pts ; Ex 02: 15pts. 

Annee Universitaire : 2010-2011 
MATH 2 

Controle continu Sujet 1 

21 Mai 2011 - Duree : 1 h 30. 



Exercice 01: Calculer les integrales indefinies suivantes: 




dx 

1 — 2 sin x + cos x 




Exercice 02: Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 

Ei = { (a, b,b — a) £ R 3 / a, b £ R} et E 2 = { (a, b, —a) £ R 3 / a, 

avec E -2 est un s-ev de R 3 . 

(1) Montrer que E\ est un s-ev de R 3 . 



an V (0) . 



b £ R} . 
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(2) Determiner une base B\ de E\ et une base B 2 de E^. 

(3) En deduire dimEi et dim E^. 

(4) Est ce que: R 3 = E\ + E^l justifier votre reponse. 

(5) Determiner E\ (1 £ 2 . 

(6) Deduire si la sornrne est directe ou non. 



Exercice 03: (1) Citer les developpements limites a l’ordre 4 an voisinage de 0 des fonctions suivantes: 



(!) f (u)=sinu , (2) g (u) = In (1 + u) 



( 2 ) Deduire les developpements limites a l’ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions: 



k ( x ) = In (1 + sinx) , h(x) = e smx et L (. x ) = 



/ sin x \ *■ 

V x 



Bareme: Ex 01 : pts ; Ex 02: pts ; Ex 03: pts. 
Universite de Tlemcen Annee Universitaire : 2010-2011 

Faculte des sciences MATH 2 

Tronc Commun LMD ST-SM Controle COntinU Sujet 1 



21 Mai 2011 - Duree : 1 h 30. 



Exercice 01: (8 points) Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 



E\ = { (a, b,b — a) £ R 3 / a, 6 £ R} et E 2 = { (a, 6, —2a) £ R 3 / a, b £ R} . 
avec E 2 s-e-v de R 3 . 

(1) (lpoint) Montrer que E\ est un s-e-v de R 3 . 

(2) (2points) Determiner une base B\ de E\ et une base B 2 de E 2 . 
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(3) (lpoint) En deduire dim£i et dim £ 2 . 

(4) (2points) A-t-on: R 3 = E\ + £ 2 ? Justifier votre reponse. 

(5) (lpoint) Determiner E\ n £ 2 . 

(6) (lpoint) Deduire si la sonirne est directe ou non. 



iCxercice 02: (12 points) (1) (1.5 point+1.5 point) Citer les developpements limites a l’ordre 4 au voisinage de 

0 des fonctions suivantes: 



(1) / ( u ) = sin -it 



(2) g(u) = ln(l + u) . 



(2) (2points+2 points) Calculer les developpements limites a l’ordre 3 au voisinage de 
0 des fonctions suivantes: 



k ( 2 ) = In (1 + sinx) 



h(x) = e sinx 



(3) (3points) Calculer le developpement lirnite a l’ordre 3 au point 0 de la fonction M 
definie par: 

M ( 2 ) = (l + X + 2 2 ) x . 



(4) (2points) Calculer l’integrale indefinie suivante: 



/ 



xdx 

(2 - x? ' 



Universite de Tlemcen Annee Universitaire : 2010-2011 

Faculte des sciences MATH 2 

Commun LMD ST-SM Controle continu - Sujet 1 - Le Corrige. 

21 Mai 2011 - Duree : 1 h 30. 
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Exercice 01: (8 points) Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 



E\ = { (a, b,b — a) G R 3 / a, b G R} et E2 = { (a, 6, — 2 a) G R 3 / a, b G R} . 
avec E2 s-e-v de R 3 . 

( 1 ) (lpoint) Montrons que Ei est un s-e-v de R 3 . 

a) Ei ± 0? 

(0, 0, 0) G Ei =>• Eli 7 ^ 0- 

b) V «i, U 2 G Ei => m + ^2 € Ed? 

Soient 'Ui,'U 2 G Ei =^> rq = (ai, bi,bi — ai) et a 2 = (02, 62, 62 — 02) 

=> «i + u 2 = ((ai + a 2 ) , (61 + 62) , (61 + 62) - (ai + a 2 )) € Ei 

c) V u G Ei, Va 6 R 4 ati £ Ei? 

Soient u G Ei et a G R =t- u = (a, 6, b — a) 

=$■ au = (aa, ab , — aa) G Ei 

Conclusion: Ei est un s-ev de R 3 . 

( 2 ) ( 2 points) Determinons une base Ei de Ei et une base B2 de E2. 
a) 



u G Ei u = (a,b,b — a) = a (1, 0, — 1) + b (0, 1, 1) 
alors Ei = {(1, 0, —1) , (0, 1, 1) } engendre Ei. mais: 

a (1, 0, -1) + $ (0, 1, 1) = (0, 0, 0) a = f3 = 0 

alors les deux vecteurs de Ei sont lineairements independants. 

Ce qui implique que Ei = { (1, 0, —1) , (0, 1, 1)} est une base de Ei. 

b) 
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u G E 2 =$■ u = (a, 6, —2a) = a (1, 0, —2) + b (0, 1, 0) 
alors B 2 = { (1, 0, —2) , (0, 1, 0)} engendre £ 2 . mais: 

a (1, 0, -2) + /3 (0, 1, 0) = (0, 0, 0) =► a = 0 = 0 

alors les deux vecteurs de £2 sont lineairements independants. 

Ce qui implique que B 2 = { (1, 0, —2) , (0, 1, 0)} est une base de E 2 . 

(3) (1 point) En deduire dim£i et dim £ 2 . 

dim Ei = 2 et dim £2 = 2. 

(4) A-t-on: R 3 = £1 + £ 2 ? Justifier votre reponse. 

a) (0,5 point) " D" E 1 C R 3 et E 2 C R 3 => £1 + E 2 C R 3 . 

b) (1.5 point) "c" soit u G R 3 u = (x, y, z) = (a, b, b — a) + (a, /3, — 2a) 

x = a + a a = —x — z 

< y = b + (3 => pour 6 = 0 par exemple on trouve a = 2x + z 

z = b — a — 2a f3 = y 

u = (x, y, z ) = ( 2x + z, 0, — 2x — z) + (— x — z , y, 2x + 2z) 

G El -f- £2 d’ou: R 3 = Ei + £ 2 . 

(5) (lpoint) Determinons £iH£ 2 . 

si : u G £1 n £2 =>■ ri = (a, 6, 6 — a) et u = (a, 6, —2a) 

6 — a = —2a a = -i 4 £1 O £2 = {(—6, 6, 26) ; 6 G R} = {6 (— 1, 1, 2) ; 6 G R} 

(6) (lpoint) Deduire si la somme est directe on non. 
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dim E\ 



2 et dim £2 = 2 



=b dim E\ + dim E% = 4 ^ dim M 3 = 3 



ou bien 

Ei n e 2 ^ {(o,o,o)} 

ce qui implique que la somrne n’est pas directe. 

Hxercice 02: (12 points) (1) (1.5 point+1.5 point) Citer les developpements limites a l’ordre 4 au voisinage 

de 0 des fonctions suivantes: 



(1) / ( u ) = sinu 



(2) g(u) = ln(l + «) . 



En effet: 



f ( u ) = sinu = it — + n 4 £ i (u) avec limei (u) = 0 

b 



g (it) = In (1 + u) = u — ^ ^ \ + it 4 £2 (it) aveclini £2 (u) = 0 

z d 4 0 



(2) (2points+2points) Calculer les developpements limites a l’ordre 3 au voisinage de 
0 des fonctions suivantes: 



k ( x ) = In (1 + sinx) , h (x) = e smx 



En effet: 



/ x 3\ x 2 x 3 

k ( x ) = In (1 + sinx) = (x — — ) — — + — + x ^ £ 3 ( x ) aveclim£2 (x) 

y 6/2 3 a;^o 

x 2 x 3 

= x b -E- + x 3 £3 (x) axec lini£2 (x) = 0 

2 6 



= 0 
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et 



h (x) 



e smx on a: e u = 1 + u + — + — + n 3 £4 ( u ) aveclim £4 (it) = 0 

2 6 «— » o 

e sm3- = 1 + ( x _ + %- + + x 3 £ 5 (x) aveclim£ 5 ( u ) = 0 

\ o/z 6 «— >o 

x 2 

1 + x + — 4- x 3 £5 (x) aveclim £5 (it) = 0 



(3) (3points) Calculer le developpement lirnite a l’ordre 3 an point 0 de la fonction M 
definie par: 

M (x) = (l + x + x 2 ) x . 

M (x) = (1 + x + x 2 ) * = e« H l +*+* 2 ) 

On a: In (1 + u) = u — \u 2 + ^u 3 — |u 4 + n 4 £ (n) — ► 0 qd u — > 0 (a l’ordre 4), done si on 
pose: u = x + x 2 

on trouve: In (l + x + x 2 ) = x + ^ — |x 3 + ^ + x 4 £i (x) (on tronque que les termes d’ordre 
<4) 

=h 4 In (1 + x + x 2 ) = 1 + | — |x 2 + ^ + x 3 £i (x) mais: e“ = 1 + it + jfit 2 + ^n 3 + n 3 £ 2 (it) 
avec £2 (it) 0 qd u 0 (a l’ordre 3). 

-v, e l ln i}+ x + x2 ) = e !+f -§a: 2 +^+3; 3 £i(a:) _ g e |- |a: 2 + ^+3; 3 £i (x) 

Done il suffit de rernplager dans le D.L de e u le it par (§ - |x 2 + f)(on tronque que les 
termes d’ordre < 3) 

=h M (x) = e (l + | — 7j|x 2 — jqX 3 + x 3 £ (x)) 



1. (4) (2points) Calculer l’integrale indefinie suivante: 



xdx 

(2 - xf 



' x — 2 + 2dx 

(2 - *) 2 



/ 



xdx 

(2 - x) 2 ' 



dx 




2 ) 




dx 

(2 - x) 2 



= In |x 



2 

2|H he, c G M 

2 — x 



Universite de Tlemcen Annee Universitaire : 2009-2010 
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Faculte des sciences 



MATH 2 



Commun LMD ST-SM Controle continu 



08 Mai 2010 Duree : 1 h 30. 

Exercice 01: (1) Ecrire en fonction de x les deux fonctions: cos(arcsinx) et sin (arccos x) . 
(2) Resoudre dans R l’equation: 

4 3 
arcsm x = arcsm — b arcsm - 

5 5 



(3) Montrer que: 



Exercice 02: 



arccos x + arcsin x = 

Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 



7T 

2 ' 



E\ = { (a + b, b — 3a, a) 6 R 3 / a, b G R} et E 2 = { (c, —2c, c) €E R 3 / c G R} . 



(1) 

(2) 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

Exercice 03: 



avec E 2 est un s-ev de R 3 . 

Montrer que E\ est un s-ev de R 3 . 

Determiner une base B 1 de E\ et une base B 2 de E 2 . 
En deduire dim E\ et dim E 2 . 

Montrer que: R 3 = E\ + E 2 . 

Deduire si la sornrne est directe ou non. 

Calculer les integrales indefinies suivantes: 



1 ) h 



sin 2 3x dx . 



2) h 




x + 3 
— x + 5 



dx. 
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3) h = 



dx 



en utilisant le changement de variable: x = 2arctanz. 



1 + sin x — cos x 

4) I 4 = f cos2x e' ix dx 



Bareme: Exercice 01: 5pts ; Exercice 02: 7pts ; Exercice 03: 8pts. 
Universite de Tlemcen Annee Universitaire : 2009-2010 

Faculte des sciences MATH 2 

Tronc Commun LMD ST-SM 

Controle continu ( Le corrige) 

Exercice 01: (1) (2points) Ecrire en fonction de x les denx fonctions: cos (arcsin x) et sin (arccos x) . 



on a : cos 2 y + sin 2 y = 1 cos ?/ = ± y 1 — sin 2 y 

• TT , . v 7T / . v 

puisque — — < (arcsm x) < — =>• cos (arcsm x) > 0 

=$■ cos (arcsin x) = \J 1 — sin 2 (arcsin x) = \/l — x 2 

de rnerne : sin y = ± y/l — cos 2 y => sin (arccosx) = y/l — co 

=^- sin (arccos x) = \J 1 — x 2 car: 0 < (arccos x) < tt 

(2) (2points) Resoudre dans M l’equation: 



4 3 
arcsin x = arcsin — b arcsin - 

5 5 

On a : sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b 

( . 4 3 

=> sin arcsm x = x = sin arcsin — b arcsin - 

V 5 5 



/ . 4\ / . 3\ / . 4\ / . 3\ 

= sin I arcsin — I • cos I arcsin — I + cos I arcsin - I • sin I arcsin - I 

4 ^ 9 ~ Ft 16 3 16 9 

= — ■ \ 1 b \ / 1 • — = 1 = 1 =$■ X = 1 . 

5 V 25 V 25 5 25 25 



278 




(3) (lpoint) Montrer que: 



arccos x + arcsin x 
Si on pose 



7 r 
2 ' 



/ (x) = arccos x + arcsin a; 

-1 1 



/ '(*) = 



y/l — x 2 



+ 



V 1 — X 2 



= 0 



/ (x) = c, c est une constante, mais / (0) 



7T 



/ (x) = arccos x + arcsin x = — . 



7T 

2 



Exercice 02: 



Dans R 3 on considere les sous ensembles suivants: 



E\ = { (a + b, b — 3 a, a) € R 3 / a, b £ R} et E2 = { (c, — 2 c, c) € R 3 / c £ R} . 

avec E'2 est un s-ev de R 3 . 

( 1)(1 point) Montrons que E\ est un s-ev de R 3 ?. 

a) Ex ± 0? 

( 0 , 0 , 0 ) £ E\ =>■ E\ / 0 

b) V tti, 1x2 £ Ex =$■ u\ + U2 £ Ei? 

Soient ui,U2 £ E\ =$■ m = (ai + bi, 61 — 3 ai, ai) et 112 = (02 + 62, 62 — 3a2, 02) 
iq + U2 = ((ai + 02) + (^1 + 62) j (&i 62) — 3 (ai + 02) , (ai + 02)) £ E\ 

c) V u £ Ei, Va £ R => ait £ Ei? 

Soient u £ Ei et a £ R w = (a + 6, b — 3 a, a) 
era = (aa + a6, a6 — 3 aa, aa) £ Ei 
Conclusion: Ei est un s-ev de R 3 . 

( 2 ) (2 points) Determinons une base B 1 de Ei et une base B2 de E2. 

a) 



u £ Ei =^> u = (a + b, b — 3a, a) = a (1, —3, 1) + b (1, 1, 0) 
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alors B\ = {(1, —3, 1) , (1, 1,0) } engendre E\. mais: 



a (1, -3, l) + p (1, 1, 0) = (0, 0, 0) =► a = /3 = 0 

alors les deux vecteurs de B\ sont lineairements independants. 

Ce qui implique que B i = { (1, —3, 1) , (1, 1, 0)} est une base de E\. 

b) 



u £ E -2 u = (c, —2c, c) = c (1, —2, 1) 
alors i?2 = { (1, — 2, 1)} engendre E 2 . mais: 

a (1, —2, 1) = (0, 0, 0) =£- a = 0 

Ce qui implique que B 2 = { (1, —2, 1)} est une base de E 2 . 

(3) (1 point) En deduire dimEi et dim £2. 

dim Ei = 2 et dimE2 = 1. 



(4) (1.5 point) Montrer que: M 3 = E\ + E2. 

a) " D" Ei C M 3 et E 2 C R 3 =4- Ei + E 2 C M 3 . 

b) "c" soit «eR 3 ^a=(i,t/,z) = («|f),() - 3a, a) + (c, —2c, c) 



x = a + b + c 
y = b — 3a — 2c ^ 
z = a + c 



b = x — z 

y = x — z — a — 2z=^a = — y + x — 3z 
c = z — a = z — (—y + x — 3z) = —x + y + Az 



« = (x, y, z) = (2x — y — 4 z, — 2x + 3y — 82, — y + x — 3z) + 

(-x + y + 4z, -2 ( x + y + 4z) , ■ 
G Ei + E2 d’ou: M 3 = Ei + E2. 



(5) On deduire que: M 3 = Ei 0 E2. 



x + y + Az) 
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(a) (0.5) 



dirnEi = 2 et dim E 2 = 1 

=4> dim E\ + dim £2 = 3 = dim R 3 = 3 
ou bien on a : R 3 = E\ + £ 2 .. 



mint) sur l’intersection: 



Ei n E 2 = {(0,0,0)} car: {(0, 0, 0)} C E\ 0 E 2 

car Ei et E 2 sont deux sous espaces vectoriels. 

De plus si: u G £1 n E 2 =$■ u = (a + 6, b — 3a, a) et u = (c, —2c, c) 



Exercice 03: 
(1) (2 points) 



a + b = c 
b - 3a = -2c =► < 



a = c 



6 = 0 
a = 0 
c = 0 



R 3 = Ei + E 2 I dim Ei + dim E 2 = dim R 3 

ou bien < 

£1 n£ 2 = {(0,0,0)} [ EiHE 2 = {(0,0,0)} 

la somrne est directe (R 3 = Ei © £ 2 ) . 



Ii = J sin 2 3x dx on pose: y = 3x => dy = 3dx 

=> Ii= \J sin2 y d y 

= \j\ l 1 -cos2y)dy 

= I f (1 — cos 2y) dy 

= \f dy~\ J cos2y dy 

11 11 

= -y sm 2y + c = -x sin 6x + c 

6 12 w 2 12 
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